AREAS DE FIGURAS PLANAS
PROFESSOR YURI POLITANO

Problema O1.

A area do triangulo ABC abaixo é 20. Os pontos M, N e P sdo médios, respectivamente,
dos segmentos BC,AM e CN. Calcule a area do triangulo COM.

Ei

Problema 02. Na figura abaixo, M e N sao pontos médios, respectivamente, dos
segmentos AN e BC. O numero 15 indica a area do quadrilatero MNCP. Dessa forma,
calcule a area do triangulo ABC.

15

Z¢
&

Problema 03. O retangulo ABCD abaixo possui base igual a 4 e altura 2. Os pontos E e
M sao pontos médios, respectivamente, da base e da altura. Dessa forma, quer-se a area
do triangulo DPN.

A E B
y M
D C
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Problema 04. No triangulo ABC abaixo, M é ponto médio de AC e a area do triangulo
CMP é igual a 10. Além disso, os pés das cevianas AQ e CN dividem os lados, BC e AB
numa razao de 1:4. Calcule a area do triangulo CPQ.

A

C Q B

Problema 05. No tridangulo abaixo, os numeros indicados em cada regiao correspondem
as suas respectivas areas. Dessa forma, calcule a area do triangulo ABC.

A

84

Problema 06. Calcule a area do triangulo ABC, sabendo que os numeros indicados nas
regioes representam suas respectivas areas.

A

Problema 07. O triangulo ABC abaixo € equilatero e o numeros indicados em cada
regidao representam suas respectivas areas.
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Dessa forma, calcule a area do triangulo MNP.

A

c B

Problema 08. Determine x, sabendo que os numeros indicados nas regioes representam,
respectivamente, suas areas.

P

Problema 09. No retangulo ABCD abaixo, os numeros indicados representam as areas
das regioes. Quer-se x.

A B
9
N «
H i
35
8
D F‘; (%
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Problema 10. No tridngulo abaixo, as cevianas concorrem internamente em P. Se AD =
11,7. Calcule a fracao da area de ABC ocupada por CPD.

Problema 12. Na figura a seguir, temos os quadrados ABCD, CBEF, DFQG, MNPQ. O
ponto M pertence ao segmento QF e a area do quadrado ABCD é 10cm?. Calcule a area
do triangulo BDN, em cm?.
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Problema 13. No tridangulo ABC da figura abaixo, tem-se AC = 8 cm e AB = 12 cm. Tomando
DF = 3 perpendicular a AC e EF = 4 perpendicular a AB, determina-se o tridngulo DEF.

Calcule a area deste triangulo.

Problema 14. No paralelogramo ABCD abaixo estdo indicadas as areas dos triangulos
ABE e CEF, cujas medidas sdo 18 cm?e 2 cm? respectivamente. A partir destas
informacoes, calcule a area do quadrilatero AEFD.

A, o B

18em?

1 1
;hb=;ehc=;.

NI
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Problema 16. Na figura abaixo, o triangulo PMR € equilatero e o quadrilatero PQRS é
um quadrado, cujo lado mede 2 cm. A area do triangulo MNR, em cm?, vale:

a) 1
b) V2
c) V3
d) V6
e) V12

Problema 17. No triangulo retangulo ABC abaixo, [BCD] = [CDE] = [DEA] = S. Se DE = 13,
calcule DC.

A
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QUESTOES EXTRAS DE CONCURSOS

1. (Efomm)Um terreno triangular equilatero possui, em seu interior, uma arvore plantada.
As distancias perpendiculares dessa arvore até cada um dos trés lados do terreno medem
3m, 4m e Sm. Qual a area do terreno em metros quadrados?

a) 48+/3m?
b) 36v3m?
c) 24+/3m?
d) 24v2m?
e) 12v/2m?

2. (Espcex (Aman))Considere ABC um triangulo retangulo em B e uma circunferéncia 1 a
ele inscrita, sendo D € AB, e F € AC os pontos de tangéncia entre os lados do triangulo e a

circunferéncia. Sabendo-se que os catetos AB e BC medem, respectivamente, 16 cm e 12
cm, calcule, em cm?, a area do quadrilatero DBEF.

136

a) -
b) =2
C) %.
d) =2
e) 95—6.

3. (Espcex (Aman)) Um quadrilatero ABCD tem as diagonais perpendiculares entre si
medindo 5 cm e 7 cm. A area do quadrilatero, em cm 2, € igual a:

a) 6
b) 7
c) 12
d 17,5
e) 35

4. (Epcar (Afa)) Considere um triangulo retangulo cujo perimetro mede 15 unidades de
comprimento e que seus lados estdo em uma progressao aritmética crescente. A partir
desse triangulo, podemos inscrever uma circunferéncia de raio r, bem como
circunscrever outra circunferéncia de raio R. Entao, a razao entre o raio da
circunferéncia circunscrita e o raio da circunferéncia inscrita, nessa ordem, pertence ao
intervalo:

a) [1, 2]
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b) [2, 3]
c) [3, 4]
d) [4, 5]

5. (Espcex (Aman)) Um depodsito de municoes no formato retangular sera construido em
um campo de instrucao do Exército Brasileiro. A planta da construcao prevé que esse
retangulo esteja inscrito em uma area cujo formato € de um triangulo isésceles de base
24m e altura 16m. A area maxima do deposito que atende a essas condicoes € igual a:

a) 32 m?
b) 48 m 2
c) 64 m 2
d) 72m?2
e) 96 m 2

6. (Ita) Considere um triangulo ABC e M o ponto médio do lado BC. Tome o ponto R # A
na reta AB tal que m(4AB) = m(BR) e o ponto Q na reta AC tal que m(AC) = 2m(CQ) e Q

nao esteja no segmento AC. A reta RM corta o lado AC no ponto S e a reta QM corta o

lado AB no ponto P. Sendo 24 a area do triangulo ABC, o valor da area do quadrilatero
APMS vale:

a) 15.
b) 16.
c) 17.
d) 18.
e) 19.

7. (Esc. Naval) Considere um semicirculo de diametro ML e sua reta tangente em L.
Suponha que F € um ponto desta reta tal que FL = % Calcule a area da porcao do
triangulo FML situado no exterior do semicirculo e assinale a opcao correta.

) (4357)
b) (235) 7
(57

) (%% 2")-

<)

[oR

e) (5\/— 2my

8. (Ita) Considere um triangulo ABC tal que m(ﬁ) =4, m(R) =5eBAC =60°. Seja D um
ponto no lado AB tal que m(@) = 1. Encontre o raio do circulo inscrito no triangulo BCD.
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9. (G1 - col. naval) Seja ABC um triangulo cujos lados AB, AC e BC possuem medidas
iguais a 14, 12 e 10, respectivamente. Sejam "H" o ortocentro de ABC e "w" a circunferéncia
circunscrita ao triangulo dado. Prolonga-se cada um dos segmentos AH, BH e CH, ateé
encontrar "w" nos pontos "P", "Q" e "R", respectivamente. Assim, de acordo com os dados,
a area do hexagono AQCPBR, em unidades de area, é igual a:

a) 246
b) 36v6
c) 403
d) 243
e) 486

10. (Esc. Naval) O escudo do atual campeao de futebol na série de acesso, o Botafogo,
possui como principal simbolo uma estrela (figura 1).

V

Figura 1

Considere que a estrela foi formada a partir de uma circunferéncia unitaria dividida em
cinco partes iguais, determinando os pontos A, C, E, G e I (figura 2). As cordas AE, AG,
CG, CI e EI determinam um pentagrama, isto €, formam a estrela. Assinale a alternativa
que representa a area da estrela, em unidades de area, ou seja, do poligono ABCDEFGHIJ.

Figura 2
a) 5-tg(36°) - cos(72°)
b) tg(72°) - cos(36°)
c) 5-tg(36°) - sen(72°)
d) 5-sen(36°) - cos(36°)
e) tg(72°) - sen(72°)

11. (Obmep) O retangulo ABCD é formado pelos triangulos ABP, CQP, AQD e APQ. As
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areas dos triangulos ABP, CQP e AQD sao, respectivamente, 6, 5 e 2 cm 2 . Qual €, em
cm 2, a area do triangulo APQ?

A E

D Q c
a) 7

b) 8

c) 9

d) 10

e) 11

12. (Ime) Sejam os pontos D, E e F pertencentes, respectivamente, aos lados AB,BC e AC
do triangulo ABC, tais que BD = 3AD, AF = 3CF e CE = 3BE. Sendo P = AENCD, Q = AEN

BF e R = BF n CD, calcule 2981,
[ABC]

Observacao: [XYZ] € a area do triangulo XYZ.

13. (Espcex (Aman)) Na figura a seguir, ABCD € um quadrado, E € o ponto médio de BC e
F € o ponto médio de DE

D C
F
E
A B :
A razao entre as areas do quadrado ABCD e do triangulo
AEF,

nessa ordem, é
a)

b) 2.

c) 3.

d) 4.

e) 5.

14. (Esc. Naval) Considere um circulo de centro O circunscrito a um triangulo ABC com
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angulo obtuso em A. O raio AO forma um angulo de 30° com a altura AH e intercepta BC
em um ponto E. O prolongamento da bissetriz do angulo A intercepta BC em um ponto F
e a circunferéncia em um ponto G, conforme figura abaixo.

Y

\
\
\
\
\
\
\
\

Y
S
G

O
/
/
_:—'F-f/

LT\ e

)

Assinale a opcdo que apresenta a area do quadrilatero FEOG sabendo que AG = 4v/2cm e
AH = +/2\/3cm.

a) 6(3 + V2)cm?
b) 3(6 — V3)cm?
c) 2(3 +V6)cm?
d) 3(6 + V3)cm?
e) 6(2 —V3)cm?

15. (Espcex (Aman)) Um trapézio ABCD, retangulo em A e D, possui suas diagonais
perpendiculares. Sabendo-se que os lados AB e CD medem, respectivamente, 2cm e 18cm
entao a area, em cm?, desse trapézio mede

a) 120.
b) 60.
c) 180.
d) 30.
e) 240.

16. (Fuvest) Sao dados:

- uma circunferéncia S de centro O e raio 5;

- quatro pontos X,Y,Z e W em S de tal forma que as retas tangentes a S nesses pontos
formam um trapézio ABCD, como na figura;

- sen(m/) = % e CD = 15.

POLITANO APROVA ¢ PROF. YURI POLITANO politanoaprova.com.br « 11/51



Determine

a) a medida de 4B;
b) a medida de AW e AX;

c) a area da regiao delimitada pelo trapézio ABCD.

17. (Efomm) Sejam a circunferéncia C;, com centro em A e raio 1, e a circunferéncia C,,
que passa por 4, com centro em B e raio 2. Sabendo-se que D € o ponto médio do segmento
AB, E € um dos pontos de intersecao entre C; € C,, € F € a intersecao da reta ED com a
circunferéncia C,, o valor da area do triangulo AEF, em unidades de area é

a) 2+\/%_5
b) 1+
3V15

) =5
\/1_5
d) 2

5V15
€)=

18. (G1 - col. naval) Observe a figura a seguir:

E
D B c
i
AN
A B
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Ela apresenta um quadrado ABCD com lado medindo 2 unidades de comprimento (u.c.).
Sabe-se que G é o centro desse quadrado e que CE = lu.c. é o prolongamento do lado BC.

Se s; € a area do triangulo FHC e s, € a area do triangulo FHG, € correto afirmar que a
razao 2 é igual
S2
a)7/8
b) 8/9
c) 9/10
d1
e) 6/5

19. (Espcex (Aman)) Considere uma circunferéncia de centro O e raio 1cm tangente a uma
reta r no ponto Q. A medida do angulo MOQ é 30°, onde M é um ponto da circunferéncia.
Sendo P o ponto da reta r tal que PM é paralelo a OQ, a area (em cm? do trapézio OMPQ é

1_¥8
)2 8"
b)2-2
C) 1+\/2—§.
d2-2

V3
e)?

20. (Obmep) No paralelogramo ABCD da figura, os pontos M e N sao pontos dos lados BC
e CD, respectivamente. As areas a, b, c e d sao conhecidas. Qual € o valor da area x?

a) ctd-a
b) a+c+d-Db
c)atc+d-2b
d a+d-b

e) atc-d

21. (Obmep) Sabendo que as areas dos triangulos BCQ e QCP da figura sao,
respectivamente, 6 e 2, qual é a area do retangulo ABCD?
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A ‘ B
a) 48
b) 50
c) 52
d) 54
e) 56

22. (Efomm) Qual € a area de uma circunferéncia inscrita em um triangulo equilatero,
sabendo-se que esse triangulo esta inscrito em uma circunferéncia de comprimento
igual a 10wem?

751
a) -

251

b) —

23. (Espcex (Aman)) Seis circulos de raio 1cm sao inseridos no paralelogramo MNPQ, de
area Xcm?, de acordo com a figura abaixo.

Q F

Desenho ilustrativo fora de escala

Sabendo-se que os seis circulos sao tangentes entre si e com os lados do paralelogramo,
a area X, em cm?, é

a) 11 + 6v/3.

30+1443
Pa—

b)
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c) 10 + 5v/3.
d) 11 — 6v3.

364+20V3

e) .

24. (Fuvest)O quadrilatero da figura esta inscrito em uma circunferéncia de raio 1. A
diagonal desenhada € um diametro dessa circunferéncia.

Sendo x e y as medidas dos angulos indicados na figura, a area da regiao cinza, em funcao
dexey,é:

a) m + sen(2x) + sen(2y)
b) r-sen (2x)-sen (2y)
c) rt-cos (2x)-cos (2y)

dm

_ cos(2x)+cos(2y)
2
_ sen(2x)+sen(2y)

e)m .

25. (Obmep) Na figura abaixo, D, E e F sao pontos médios dos lados do triangulo ABC, e
G, H e I sao pontos médios dos lados do triangulo FBE. A area do triangulo ABC € 48 cm
2. Qual € a area da regiao destacada em amarelo?

C

a) 16 cm 2
b) 18 cm 2
c) 20 cm 2
d) 22 cm 2

e) 24 cm 2
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26. (Obmep) Na figura, os angulos ABC e BCD medem 120°, o angulo BAD é reto, e os
segmentos BC e CD medem 4 cm e 8 cm, respectivamente. Qual é a area do quadrilatero
ABCD em cm 2 ?

\\ﬁ cm
\
\

1 2-;1"%) [

!

fd
Iy cm

1200 /

A B
a) 143
b) 283
c) 323
d) 363
e) 40/3

27. (G1 - col. naval) Seja o quadrado ABCD de lado 2. Traca-se, com centro no ponto M,
médio do lado AB, uma semicircunferéncia de raio 2 que intersecta os lados BC e AD,
respectivamente, em E e "F". A area da superficie externa a semicircunferéncia e que
também € interna ao quadrado, € igual a

Dado: m =3
a)3—+3
b) 2 -3
c)3++3
d)2++3
e)3—+2

28. (Esc. Naval) Um triangulo inscrito em um circulo possui um lado de medida 2V3
oposto ao angulo de 15°. O produto do apotema do hexagono regular pelo apotema do
triangulo equilatero inscritos nesse circulo € igual a:

a) 3(vV3 +2)
b) 4(2V3 + 3)
c) V8V3 + 12
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d) V2(2vV3 + 3)
e) 6(vV2+1)

29. (Obmep) Na figura, as areas dos quadrados P e R sao iguaisa 24 cm 2 e 168 cm 2,
respectivamente. Qual é a area do quadrado Q?

=

a) 96 c?

b) 100 cm?
c) 121 cm?
d) 144 cm?
e) 156 cm?

30. (Espcex (Aman)) Em um treinamento da arma de Artilharia, existem 3 canhodes A, B e
C. Cada canhao, de acordo com o seu modelo, tem um raio de alcance diferente e os trés
tém capacidade de giro horizontal de 360°. Sabendo que as distancias entre A e B € de 9
km, entre B e C € de 8 km e entre A e C € de 6 km, determine, em km 2 , a area total que
esta protegida por esses 3 canhoes, admitindo que os circulos sdo tangentes entre si.

23

a)—m
2

b) Br
4
385

C) < 7

d) —12511

529
e) Tﬂ

31. (EN) Considere um triangulo T; de area w. Os comprimentos das medianas de T: sao
os comprimentos dos lados de um novo tridangulo T2, os comprimentos das medianas de
T2 sdo os comprimentos dos lados de um novo tridangulo T3 e assim sucessivamente, ou
seja, a construcao dos lados triangulo Tn+1 € realizada a partir dos comprimentos das
medianas do triangulo Tn. Sendo assim, se w = 3, € correto afirmar que a soma de todas

as areas dos Tn, com n— o0, € um:
a) numero racional nao inteiro.

b) quadrado perfeito.

c) numero primo.

d) nimero irracional.

€) numero par.

32. (EFOMM) Seja o circulo maior com centro na origem e raio 10 cm. Os circulos
menores tém raio 5 cm.
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Interbits®

O valor da area hachurada, em cm?, é

a) (1)

b) 50(7 — 1)
c) 100(x — 1)
d) 100(m — 2)

100

) = (1-m)

33. (EN) Seja ABCD um quadrado de lado ¢, em que AC e BD séo suas diagonais. Seja 0 o
ponto de encontro dessas diagonais e sejam P e Q os pontos médios dos segmentos A0 e

BO, respectivamente. Pode-se dizer que a area do quadrilatero que tem vértices nos
pontos A, B, Q e P vale

34. (AFA) Na figura abaixo, os trés circulos tém centro sobre a reta AB e os dois de maior
raio tém centro sobre a circunferéncia de menor raio.

A expressao que fornece o valor da area sombreada é
171—6V3 5
)—5— T
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117+9V3
b) 242
12
151—4v3 5
o) =22
9
13m+6V3
d) —— r?

35. (AFA) Conforme a figura abaixo, A € o ponto de tangéncia das circunferéncias de

centros C;, C, e (5. Sabe-se que os raios dessas circunferéncias formam uma progressao
geomeétrica crescente.

Interbits®

Se os raios das circunferéncias de centros C; e €, medem, respectivamente, 2r e 3r,
entao a area da regiao sombreada vale, em unidades de area,

55

a) Errrz
29

b) =nr?
o1

c) ;nrz

d) 8nr?

36. Em um decagono regular, uma de suas diagonais forma angulos retos com seus
lados, conforme mostra a figura.

SuperProfessor®

Sendo 100 cm? a area desse decagono, a area do pentagono destacado vale
a) 20 cm?2.
b) 25 cm?.
c) 30 cm?Z.
d) 35 cm?2.
e) 40 cm?.
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Gabarito
Resposta da questao 1:

[A]
Sendo ¢ o lado do triangulo, podemos obter o seu valor comparando as areas da seguinte

forma:
A
I_,.-"T.‘\__x
.r'.r. |I "
_-"'I | 1'1_
.r"r-r II H’x
i | %\
.I"r I ""\_
g | My
S | kY

./ | /\ _

£ 7 | o i

[E‘% 3m |II 5. Sl N,

.,.-". s | '___.- - x_‘l-
/ #KQ Y,
.r"f.r ..-'""-f. : h .5"“‘--__ 1L1L'-.
..-"r.r __.--"'-'.## 4 |T|: ) %.H""‘"-u. 1"'1
B ¥ C
Appc = Aapo + Aaco + Asco
¢V3_¢-3 ¢5 ¢4
4 2 2 2
£2V3  12¢
4 2
¢ =8V3m
Logo:
2
(8v3) -3
Appc = — 4

oo AABC - 48\/§m2

Resposta da questao 2:

[A]
Da figura abaixo, obtemos

A

* 20/51

politanoaprova.com.br
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—_2 —_
AC = 12?2 +16% = AC = 20cm
12—x+16—x=20>=>x =4cm

123
sena—zo—s

164
COSCI—ZO—5

A area do quadrilatero DBEF pode ser obtida por:

ADBEF = AABC - AADF - ACEF

16-12 1 1
Apper = > —5-12-12-sena—§-8-8-senﬁ
3 4
ADBEF:96_72§_32§
136,
ADBEFzTcm

Resposta da questao 3:
[D]

A area do quadrilatero ABCD sera a soma das areas de dois triangulos um de base 7 e
altura x e outro de base 7 e altura y, como nos mostra a figura abaixo:

Ll

SuperProfessol

Calculando a area A deste quadrilatero, temos:

7-x 7- 7-(x+ 7-(5
A=T+Ty:A=¥:A=#=>A=17,SCm2

Considerando um quadrilatero ndo convexo com diagonais contidas em retas
perpendiculares.

— [*]_______.

SuperProfessor®
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7 7-(x+ 7 -
Ty$A=¥$A=

N\

5)

7-x
A=A1+A2=T+ = A = 17,5cm?

N |

O resultado é o mesmo.

Resposta da questao 4:
[BI

Sabemos que os lados em PA de um triangulo retangulo podem ser escritos da seguinte
forma:

3k, 4k e 5k, onde k é a razao da P.A.

Logo:

5
3k+4k+5k=15:>12k=15=>k=Z

Portanto, as medidas dos lados do triangulo sao:
15 _ 25

_, e—

4 4

Determinando o raio da circunferéncia inscrita, cuja medida chamaremos de r, temos:

15
15-r:5‘T

2 2

R

Sr =

A medida R do raio da circunferéncia circunscrita € a metade da medida da hipotenusa,
logo:

£ 25
4
R=2spR==—"
2 T3
Concluindo:
R L 25
~T_8_8 %22 _
r 5 10 10 25
4 8

Resposta da questao 5:
[E]
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Sendo x e y as dimensodes do retangulo, por semelhanca entre os triangulos ABC e DEC,
temos:

c
16 -y
16 m
D E
Y
A « > \B
| A |
I: |
24 m
x 16—y
24 16
2x =48 -3y
__2 + 16
y=-3%
A area do deposito € dada por:
2
A=xy= —§x2+16x
Logo, a sua area maxima vale:
A
Amax =Y = _E
2
. 162 —4-(-3)-0 256
max = 2 -8
4-(-3) 3

Resposta da questao 6:
[C]

Do enunciado, temos a figura:
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SuperProfessor®

Aplicando o teorema de Menelaus, obtemos:

RARB- MBMC- SC SA= 1= 2xx- zz- SC SA= 1= SA = 2SCPAPB- MBMC- QCQA= 1= PAPB-
zz- y3y= 1= PA= 3PB

Das areas, chegamos a:

Appec = 24 = Appy = Agem = 12

 Appms = Appm + Apsy = 17

Resposta da questao 7:
[E]

Da figura abaixo, temos que:
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o FL_FL _1
COSY = TM T 2FL T 2

—= 0 =60°

a+60°+90°=180°= a = 30°

2-30°+p=180°= B =120°

Y +120° = 180° = y = 60°

L a60° 2r FL 2V 3r
= — =
g FL 3

Logo, a area buscada é dada por:

A = Apy — Aomn — Asetor

== 2r-———z-r-r-senl20° —

2+/37r2 3r?  mr?
3 4 6
2mr

Resposta da questao 8:

Como os triangulos BCD e ACD possuem a mesma altura relativa ao vértice C, temos que:
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60°
360°
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BD-h
ABCD= 2 =@=_
Apscpo AD-h AD

2
1_AiTD =3
5" AD - AC - sen60°

Agcp _ 3
1,533
2 2

15v3

BCD=T

Aplicando a lei dos cossenos nos triangulos ABC e ADC, obtemos:
BC =AB +A4C —2-4B-AC - cos60°
—2 1
BC =42+52—2'4'5-§

BC =21

—2 —2 —2 —_

DC =AD +AC —2-AD-AC - cos60°
—2 1

DC =12+52—2~1-5-§

DC =+/21

Logo:
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1, —
ABCD=§-(BD+DC+BC)-r

B L 3evaTevD)

4
_15V3 1 3 —2v21
T2 '(3+2\/ﬁ)'<3—2\/ﬁ>
15V3 (3 —221\ 15V3 [2V/21-3
T2 '<9—84>: 2 ( 75 )
V3 [2V21 -3\ 2-3V7-343
rz?'( 5 >= 10
677 — 33
T

Resposta da questao 9:
[E]

Dados do triangulo:
AB = 14, AC =12, BC = 10.

O ortocentro H e a circunferéncia circunscrita w.

Como estamos lidando com alturas e prolongamentos até a circunferéncia circunscrita,
sabemos que esses prolongamentos formam simetrias importantes no triangulo.

Usamos a formula de Heron para calcular a area:
Semiperimetro:

14+ 12+ 10
SZfZ].B

Area:

A=s(s—a)(s—b)(s—c)
A=./18(18 — 14)(18 — 12)(18 — 10)
A=V18Xx4x6x8

A = /3456
A =246

A area do hexagono € o dobro da area do triangulo ABC, pois se trata de uma construcao
geomeétrica com simetria da circunferéncia circunscrita:

2 % 246 = 486
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A alternativa correta: letra [E].

Resposta da questao 10:
[A]

Temos os seguintes angulos na figura abaixo:

y =180° — 18° — 36° = 126°

Aplicando a lei dos senos, obtemos:

x 1
senf  seny
x 1

sen36° senl26°
sen36° _ sen36°

X = senl126°  cos36°

= tg36°

Area do triangulo ABO:
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1

Augo =§-1-x-sena
1

Apgo = > 1-tg36° - senl18°
1

Appo = Etg36° - c0os72°

Logo, a area pedida vale:
A = 10AABO

1
A=10 -Etg36° - cos72°
~A=5-tg36°-cos72°

Resposta da questao 11:

[E]
Da figura abaixo, temos:
A x B
6 b
¥
A p
2 5 y-b
D a Q X-a c
xy=2+5+6+A=>xy=A4+13
a 4
y—=2:a=—
2 y
xb 12
2 x
(x—a)(y = b)

2

48
ﬁxy—12—4+5=10:>A+13—16+A+13

= A2+ 134+ 48 =134+ 169 = 4% = 121
~ A =11cm?

Resposta da questao 12:

Do enunciado, temos:
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=5=xy—xb—ay+ab=10=>xy —x

=10=

politanoaprova.com.br ¢ 29/51



Aplicando o teorema de Menelaus no triangulo AEC:
AQ -BE -CF = AF - BC - QEAQ - BE - CF = 3CF - 4BE - QEAQ = 12QE

Logo:

BC = 4BE

[ABE] = 13[BQE]
[ABC] = 4 - 13[BQE]
[ABC] = 52[BQE]

Aplicando o teorema de Menelaus no triangulo BFA :
AD -BR -CF = AC - BD - RFAD - BR - CF = 4CF - 3AD - RFBR = 12RF

Logo:

AC = 4CF
[BFC] = 13[BQE]
[RFC] = [BQE]

Aplicando o teorema de Menelaus no triangulo CBD:
AD -BE - CP = AB - CE - DPAD - BE - CP = 4AD - 3BE - DPCP = 12DP

Logo:

AB = 4AD
[CDA] = 13[BQE]
[DPA] = [BQE]

Temos que:

POLITANO APROVA ¢ PROF. YURI POLITANO politanoaprova.com.br ¢ 30/51



[PQR] = [ABC] — [ABE] — [BFC] — [CDA] + [DPA] + [RFC] + [BQE]

[PQR] = 52[BQE] — 13[BQE] — 13[BQE] — 13[BQE] + [BQE] + [BQE] + [BQE]

[PQR] = 16[BQE]

Portanto:

Resposta da questao 13:
[D]

Observe a figura:

D 2a C
b
4] ‘ s
F oof
2a E
a
A 2a B

Temos que:

Logo:

Resposta da questao 14:
[E]
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[PQR] _ 16[BQE]

ABC] ~ 52[BQE]

2a

senf = — =

2b

a
b

Apgr = Agep — Aarp

AAEF=§~2a~2a—E-2a-b-sen9

2 a
AAEFZZCL _a‘b'_

b

AAEF = 2a2 - az

_ 2
Appr = a

Augep _ (2a)2

2

Ager a

. Augep 4
Ager

13
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Da figura abaixo, temos:

Area do triangulo AFE:

Apre = Agup — Aanr
_ AH -HE AH - HF

Aurg 2 2
V2v/3 -V 2V3tg30° V23 -/ 2/3tg15°
Aprg = 2 - 2
2
(V2v3)
AAFE == T (tg30° - tg45°)
23 [V3
Apgre = —— |5 — (2 _\/§)
2 3
AAFE == 4 - 2\/§

Valor da altura OP:

AG
OP = Ttglso

W=%§-(z—\/§)
OP =42 — 26

Area do triangulo AOG:
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AG - OP
2
442 - (42 — 2+/6)
2
Agoc = 16 —8V3

Ao =

A0G =

Logo, a area procurada vale:
Argoc = Asoc — Aare
Arpgoc = 16 — 8V3 — (4 — 2v/3)
= Appog = 6(2 —V3)cm?
Resposta da questao 15:
[BI

Sabendo que a altura de todo trapézio retangulo de diagonais perpendiculares € dada pela
meédia geométrica das bases, temos h =+v2-18 = 6cm

Portanto, segue que a resposta € igual a

(ABCD) =~- (2 +18) - 6 = 60cm?,

Resposta da questao 16:

Considere a figura.

a) Sendo YW = BB’ =10, do triangulo ABB', vem

[—

BB 3 10

senBAW = — =
AB 5 AB

15 50

=4 = —.
3
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b) Se senBAW = % entao
9

cos?BAW =1 — sen?BAW = cosBAW = |1 — >
4
= cosBAW = 5
Logo, do triangulo ABB', encontramos

BAW — AB’ 4 AB’

W5 C5T
3

5 = 2

< AB' = —.
3

Pela propriedade dos segmentos tangentes, temos BX = BY = m e AW = AX. Ademais, como

50

BYWB' € retangulo, vem B'W = m. Em consequéncia, podemos escrever
AX = AB —BX & AX = 3 m

e
AW=AB’+B’W<:>AW=2—O+m

Donde obtemos

wl

40 50
m=—-mem=rz.

Por conseguinte, vem
—— —— 40 5
= —+=-=15.
3 3

c) Como ABCD é circunscritivel, pelo Teorema de Pitot, temos
BC+AD =AB+CD

50
=—+15

3
95
==
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Portanto, segue que a resposta €

1 — —
(ABCD) =§-(AB+CD)-YW

Resposta da questao 17:
[C]

Do enunciado, segue a seguinte figura:

Como D é ponto médio de AB, os triangulos AED e BED sao equivalentes. O mesmo vale
para os triangulos ADF e BDF.

Logo, os triangulos AEF € equivalente ao triangulo BEF.

Dai,

SEBD=E-1-2-sen(7t—2a)

Sggp = sen(2a)
Sepp = 2senacosa

Note que AEEF € um angulo inscrito de medida igual a f, logo, a medida do arco AGF ¢é
2f. Assim, ABF = 2.
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Dai,

1
SDBF = E 1.2 Sen(Zﬁ)

Sppr = sen(2f)
Sppr = sen(m — a)
Sper = sena

Entao,

Sper = 2senacosa + sena
Sger = sena - (2cosa + 1)

Note que:

No triangulo AHB,

1
= e
> +x
15
2 _ 2
S
V15
=
Dai,
V15 1
sena = 2 )
V15
sena = 7
11
cosa = )
_ 1
cosa = 4
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Portanto,

V15 1
Sar =+ (23+1)

V15 3
Sper =33

3V15
SBEF:T

Resposta da questao 18:
[D]

Por semelhanca entre os triangulos EFC e EAB, obtemos:
FC EC FC 1 7 2
—_— s === = —u.cC.
AB EB 2 3 3

Pelas areas, obtemos:

1
D F/ 203 o
I 457
|III II'.ﬂ.I
IE? IIH
. 2
G
V2
A 2 B
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BC-FC _2-2/3 2

ABFC = 2 2 = ABFC - §ua

HC-BG HC -2 HCV2
ABHC = 2 = 2 — ABHC - Tu.a.

1 — 12 — 2 HCV2
A =—-FC-H 45° == —-HC - — = = ——u.a.
HFC = > C - HCsen45 53 C > Sy c u.a
- p HC\/E+HC\/§ 2 e V2

= = =—-=HC =—u.c.
BHC T S1 BFC > 6 3 ZUC

Logo:
— V2 — 2
GH=GC—HC=\/§—7:>GH=7u.c

~ GH =HC

Como os triangulos GFH e HFC possuem a mesma base e mesma altura relativa a reta
que passa por AC, eles devem possuir a mesma area. Ou seja:
S1
5 -

1

Resposta da questao 19:
[A]

MN 1
sen30°=T:>MN=—:>NQ=E

ON
c0530°=T=>0N=—=>Mp=1__

Portanto, a area do trapézio OMPQ sera dada por:
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Resposta da questao 20:

[A]

Sejam h 1 e h 2 as alturas do paralelogramo referentes aos lados AB e AD. Temos que:

Logo:

Resposta da questao 21:

[A]

Da figura abaixo, obtemos:

D P
'\-\.‘“\‘ a
X

.-""f-' h )
.-""f-f

A

No AQCP:

No ABCP:
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Appn =

ADM =

AB -y _ Aapcp
2 2
AD - h, _ Aapcp
2 2

~ Appn = Aapm

a+b+x=c+b+d

sx=c+d—a
PC-a — 4
=2=>PC=-
2 a
(a+Db) 8 = P 16
= = =
2 a+b
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Logo:

4

= 16a=4a+4b=b = 3a
a+b

Por semelhanca entre AQCP e AQAB:

PC

— =-—=-=A4B =3PC
AB b 3
Também temos que:

—_ 16
BC=a+b=—

Sendo assim, a area do retangulo ABCD ¢ igual a:

- — 16
AABCD:AB'BC:3PC':

o AABCD = 4‘8u.a.
Resposta da questao 22:

[B]

O raio da circunferéncia de comprimento igual a 10rcm € R, entao,

2nR = 10w
R =5cm

Assim, temos:
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No triangulo ODC,

sen30° =—
1 r
2 5
_5
"=3

Portanto, a area pedida S ¢é tal que:

. 251
4
Resposta da questao 23:
[E]
M N
T Ay
: N\
}:'l .
AR
e
T, :
1 / 1 T,
30° = 3 z
Q T, T, P
Na figura, temos:
11(4,1)
A,(B,1)
43(C, 1)
A4(D, 1)

ABC é um triangulo equilatero, pois AB = AC = BC = 2.
T, € ponto de tangéncia entre 4, e MQ, logo, AT, L MQ
T, é ponto de tangéncia entre 1, e MQ, logo, BT, L MQ
T, é ponto de tangéncia entre 1, e QP, logo, BT; L QP
T, é ponto de tangéncia entre 1, e QP, logo, DT, L QP
Ts é ponto de tangéncia entre 1, e NP, logo, DTs L NP
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Como AT, T, = BT,T, = 90°, AT, //BT,.
Como AT, //BT,, AT, = BT, = 1 e AT,T, = BT,T; = 90°, AT, T,B é um retangulo, logo, AB///MQ.

Analogamente, BD///QP, portanto, M 6P = 60°,

Os triangulos QBT; e QBT, sdo congruentes, pelo caso LAL, logo, BQ; = BQ,T, = 6700 = 30°.

No triangulo BQTs,

1
tg30° = —
970 T or
V31
3 QTs
QT; =3
Os triangulos PDT, e PDTs sdo congruentes, pelo caso LAL, logo, T,PD = TsPD = %Oo = 60°.
No triangulo PT,D,
tg60° = 1
9% =P,
1
3=—
V3 PT,
V3
PT, = —
T3
Assim, temos:
M N
60°
6+443
*/
/ 120°
/\a[}“
Q 12+ 4.3 P
3
Portanto,
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X

X

X

_6+4V3 12+4v3

3 3 - sen60
6+4V3 12+ 4V3 V3
=
36 +20V3
- 3
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Resposta da questao 24:
[B]

A diagonal do quadrilatero o divide em dois triangulos retangulos. Sendo 2 sen x e 2 cos

x os catetos do primeiro e 2 cos x € 2 cos y os catetos do segundo, podemos concluir que
o resultado €

m-1%2 — > 2senx - 2cosx — > 2seny - 2cosy = m — sen2x — sen2y.

Resposta da questao 25:
[BI

Por semelhanca entre lados e areas, temos:

< > Apgc 1)2 Apgc

= ZDEC  powe = 12¢m?
Ase 2 4g  “ipEC = Recm

::>|b|

BH AHBI )2 Aupr

— =—=A = 3cm?
< A> Asc 48 fmr = S0

— 2

EIl A A

-_— =ﬂ=>12=ﬂ=>AGIE=3cm2

Logo, a area da regidao destacada vale:

A=12+3+3
~ A =18cm?

Resposta da questao 26:
[A]

Tracando o segmento EC paralelo a AB, ficamos com a figura abaixo:
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No triangulo CDE:

No triangulo BCF:

DE V3 DE

sen60° = —= 5 —?::»ﬁzéh/gcm
CD
CE 1 CE —

c0s60)° =—=>—=—=CE = 4cm
cD 2 8
CF 3 (F —

Sen60°=E=>7=T=>CF=2\/§cm
BC
BF 1 BF _——

c0s60° =—>=>—=—= BF = 2cm
BC 2 4

No trapézio ABCE, sabemos que:

AB=CE—BF =4—2= 4B = 2cm
AE = CF = 2\/3cm

Logo, a area do quadrilatero ABCD ¢ igual a:

Aspcp = Acpe + Aasce

4-4\/§+(2+4)-2\/§

ABCD = 2 2

AABCD == 8\/§ + 6\/§
o AABCD == 14\/§sz
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Resposta da questao 27:
[B]

De acordo com as informacodes do enunciado, temos:

D — c
" A
'\.\ .r_,-
\ /30
LY i
Y _,-"'I
" I
% )
\, r
'-.1IL1L "'IE ~
1 1 NY 1
A M B

Srosa = Sagcp — (ZSMBE + SFEM)

V3 60°
srosa=22—<2-—+n-22- )

2 360°

Sendo, m ~ 3

Srosol=4'_(\/§'|'2)_)Srosa=2_\/§

Resposta da questao 28:
[A]

a _p 23 213 -

= - = - =

sena senlb’ sen(45° — 30°)
4

23 ———==2R>R=V3- (V6 +2

Vo—v2 (V6 +2)

R

Apobtematrianguloequilateroinscrito — — R2y3

RV3 Produto = 2

Apbtemahexagonoregularinscrito — 5
2
[43- (VB + VDI 3

7 =6+3V3=3(V3+2)

Resposta da questao 29:
[D]

Os triangulos ABC e DEB sao congruentes pelo caso ALA. Sendo assim, a area do
quadrado Q vale:
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R
C ViBBem/ a
- +/168cm
v24cm
[] : -]
A X B /24cm P

V168 = V24 + x2

x?% = 144cm?

Resposta da questao 30:
[D]

Admitindo x, y e z os raios das circunferéncias de centros A,B e C , respectivamente,
temos:

x+y=9
y+z=28
x+z=6

Resolvendo o sistema, temos:

x=3/2,y=11/2ez =5/2.

Calculando, agora, a soma das areas de todos os circulos, temos:

4= (7)2+ (11)2+ (5)2_195nk ,
=75 T (= m(5) =——km?

POLITANO APROVA ¢ PROF. YURI POLITANO politanoaprova.com.br ¢ 46/51



Resposta da questao 31:
[E]

No triangulo abaixo, sabemos que:

A
$
S

w
3
E a area do triangulo de lados 3a, 3b e 3c vale:
2
A 3 9 3
- (8 -3 3
3

< . . s ) 3
Portanto, a razdo entre a area de um triangulo Tn e de um triangulo Tn+1 € g = " Sendo
assim, a soma procurada vale:

Ou seja, S € um numero par.

Resposta da questao 32:
[D]

A area destacada da figura abaixo vale:

POLITANO APROVA ¢ PROF. YURI POLITANO politanoaprova.com.br ¢ 47/51



\4

SuperProfessor®

w52 5.5
174 2

25
Al—T(n—Z) cm?

Sendo assim, a area procurada vale:
25
A=TL’-102—4'T['52+16'T(T[—2)
A =100 — 1007 + 100 — 200
~A=100(w — 2) cm?

Resposta da questao 33:
[A]

. 2
E imediato que a area do triangulo ABO corresponde a %. Além disso, sendo PQ uma base

2
meédia do triangulo ABO, temos (PQO) = i(ABO) = %. Portanto, segue que a area do
trapézio isosceles ABQP ¢ igual a

(ABQP) = (ABO) - (PQO)
2 2
"4 16
302

=——u.a.
16

Resposta da questao 34:
[D]
A area hachurada sera igual a area de uma circunferéncia maior (raio r), somada a area

da “lua” remanescente da outra circunferéncia maior (raio r), subtraindo-se a area da
. ~ . . r . -
circunferéncia menor (raio E)' Pode-se deduzir graficamente:
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o e e e S
P

Interbits®

I

I

I
+
+

Deduz-se, portanto, que area de uma circunferéncia maior é igual a nr2.

Para calcular a area da “lua” remanescente da outra circunferéncia de raio r (area
hachurada em azul nas figuras a seguir) € preciso subtrair o equivalente a duas areas
verdes (ver figuras a seguir). Para calcular a area verde, € preciso calcular a area do
setor circular de 120 ° menos a area de um triangulo equilatero de lado r.

T

I
I
1
I
I
I
I
I
I
I
I
-

Interbits®

Assim, pode-se escrever que a area total hachurada em cinza € igual a:

212 o 2 2
{nr2+lnr2—2-(nr 0 L @)l}_nr_

360° 4 4
X r? N Amrr? — 3123 B 3nr? N 8mr? — 6123
mr? = = == nr 5
3mr? N 127r? — 8mr? + 6123 B 3mr? N A1tr? + 612V3
4 12 T4 12
omr?+4nr?+6r>V3 _ 13mri+6r’yV3 (13n+6\/§) 2
12 o 12 o 12 r

Resposta da questao 35:

[C]
A razao da P.G. formada pelos raios sera dada por 2—: = %, portanto o raio da terceira

. ~ . . 9r
circunferéncia sera ?

Calculando agora as areas assinaladas A1 e Az: A = A1+ Az
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Interbits®

A=27‘[-T‘2+45n=61n
8 8

Resposta da questao 36:
[C]

Seja x o lado do decagono e a o seu apotema. Como o perimetro do decagono € igual a
10x, utilizando a formula dada, obtemos:

10x - a

100 = = xa =20

Mas, a area do decagono também € dada por:

SuperProfessor®

Adecdgono = ZApentdgono + Aretdngulo
100 = 24pentagono + X - 2a
100 = 2Apentagono + 2 - 20
2‘élpentc‘ggono =60

Apentdgono = 30 cm?
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