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1. (Efomm) Seja S a soma de todos t € [0,2n] que satisfazem a igualdade
2sec?(x) cot?(t) — 2 cot?(t) = A.B,
o A= [tan?(x) + cos(2x) tan?(x)]
e B =[2cos?*(x)+ tan?(x) — cos(2x)],
tal que x € (0, g)

. s . . .
Seja Vi = 30 volume da esfera E inscrita num cilindro C.

Seja K o solido formado por dois cones inscritos em C, tal que cada uma das bases
coincide com as bases inferior e superior de C e vértices comum no centro de E.

O solido AC, chamado de Anticlépsidra, € a regiao interna de C e externa de K.
Seja Vac o volume da Anticlépsidra e Ac a area total do cilindro C.

) 44
Qual é o valor de V—C?

AC
a) 18
b) 18m?
c) 18m
d) 9n2
e) 9

2. (Epcar (Afa)) Em um circo, para uma das atracoes, o elefante Krewanjovi coloca uma
esfera de raio 19 cm em um recipiente no formato conico, conforme ilustrado abaixo.

Sabe-se que o recipiente se encontrava com agua até a metade de sua altura.
Krewanjovi, entdo, coloca a esfera dentro do recipiente sem derramar uma gota sequer. A
esfera fica totalmente submersa e o nivel da agua sobe para 3/4 da altura do cone.

Nos caminhos da matematica, cada problema € um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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Desenho fora
de escala

Desenho fora
de escala

Considerando m = 3, podemos afirmar que o volume do cone, em cm3, € um numero
divisivel por

a) 52

b) 193

c) 34

d) 25

L. A . . . ~ 2m3 ..
3. (Efomm) Um reservatorio conico esta sendo cheio a uma vazao de —— O reservatorio

possui 9 metros de altura e sua base possui 6 metros de diametro. O ciuéo rapido o nivel
da agua esta subindo quando a agua estiver a 6 metros do topo?

a) =2
8T s

p) =2

21T S
4m
c) =—
ngs

m

d ==
81T s

2m
€ .s

4. (Esc. Naval) Um copo na forma de um cilindro circular reto, com altura medindo 13
cm e diametro da base medindo 6 cm, esta com agua até 3/4 de sua altura. Assim, qual
o maior angulo em que € possivel inclinar o copo sem derramar agua?

a) arctg (4/13)

b) arctg (1/3)

c) arctg (6/13)

d) arctg (1/2)

e) arctg (13/12)

5. (Epcar (Afa)) Um cone de revolucéao possui volume igual a 1287 ¢cm3. Em sua base
inscreve-se um hexagono regular de lado 8 cm.

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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Considere um cilindro que tenha o mesmo volume e a mesma area da base do cone
descrito anteriormente.

A razao entre a altura do cone e a altura do cilindro, nessa ordem, ambas na mesma
unidade de medida, € igual a

a)§
b)§
c)1
d) 3

6. (Esc. Naval) Uma esfera de raio 54 cm € seccionada por planos perpendiculares a um
diametro, dividindo-o em partes proporcionais a 2, 3 e 4 e determinando os solidos So,
S3 e S4, respectivamente. Suponha que S3, contenha o centro da esfera e que Cx € a
razao entre o volume e a area total de Sk, para k = 2, 3 e 4. Calcule o valor de C = C, +
C3 + C4 e assinale a opcao correta.

a)10<C< 15

b) 15<C <20

c)20<C< 25

d) 25<C<30

e) 30 < C <35

7. (Esc. Naval) Um cilindro circular reto de raio r e altura h possui volume igual a 300
cm3. Sabendo que o cilindro possui menor area total possivel, a altura h, em cm, €
aproximadamente igual a:

a) 7,25

b) 6,90

c) 6,15

d) 3,63

e) 2,00

8. (Esc. Naval) Na partida de futebol entre Alemanha e Japao na Copa do Mundo de
2022, no lance que originou o segundo gol do Japao, por 1,88mm, a bola nado passou
totalmente pela linha de fundo (linha branca), como mostram as figuras 1,2 e 3
apresentadas abaixo.

Figura 1

Fonte: www.mirror.co.uk/sport/football/news/fifa-statement-
japan-goal-germany-28641190

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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Figura 3

(Fonte: www.facebook.com/superLig
InternationalOriginal/photos/a. 138459
3458432250/3447555148802727)

Sabe-se que a parte da bola sobre a linha branca equivale a uma calota esférica de
altura 1,88mm e volume V.. Considerando a bola de futebol uma esfera de raio 70cm e
volume V, assinale a opcao que apresenta corretamente a relacao entre V e Ve.

a) 0,1% de V<Vc< 1%deV

b) 0,01% de V < V. < 0,1% de V

c) 0,001% de V<V.<0,01%deV

d) 0,0001% de V < V. < 0,001% de V

e) Vc < 0,0001%

9. (Epcar (Afa)) Um cone equilatero tem, em seu interior, duas esferas tangentes entre si
e tangentes ao cone, conforme figura a seguir.

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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A distancia do vértice do cone ao ponto de tangéncia entre o cone e a esfera de menor
raio é igual a mV/3 cm.

O volume desse cone, em cm3, € igual a
a) 81x*

b) 813

c) 243m*

d) 243n3

10. (Esc. Naval) Um fabricante de bolas de ténis (bolas em formatos esféricos) deseja
vender as bolas em embalagens cilindricas (cilindros circulares retos) de raio R e altura
H, cada uma. Em cada embalagem hi n bolas de ténis de raio R, cada bola. O fabricante
deseja que a area total das superficies das bolas seja igual g area lateral da embalagem
(cilindro) Dessa forma, € correto afirmar que:

a)R——
n
b) R =
2n
C)R—i
3n
dRrR=2
3n
e)R——.
4n

11. (Efomm) Ao rotacionar o triangulo equilatero AOC em torno do eixo y, conforme
ilustra a figura a seguir, obteremos um solido. Assinale a alternativa que representa o
volume desse soélido, em unidades de volume, sabendo que o vértice O do triangulo AOC
sobrepode-se a origem dos eixos.

AY §
c<::> )
-] >
A X O X
nx3/3
a) -
124 \/—

b)

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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Desenho fora de escala

Nela esta representada a inscricao de uma esfera num cubo que, por sua vez, esta
inscrito num cone equilatero, de tal forma que uma de suas faces esta apoiada na base
do cone e os vértices da face oposta estdo na lateral do cone.

A projecao ortogonal do vértice do cone a sua base contém dois pontos de tangéncia da
esfera com o cubo.

Se R e r sao, respectivamente, as medidas do raio da base do cone e do raio da esfera,
em cm, entao

R 342V3
ar==
3v2-2v3
b) % - 2
R 2V6+3V2
=T
2v6-3v2
de=""7"

13. (Epcar (Afa)) Sejam as curvas A:x? + y?> =r? e B:y? — x? = 4 tangentes em dois pontos
distintos do plano cartesiano.

Considere S o conjunto de pontos P(x, y) tais que x? + y? < r2.

Se for realizada uma rotacao de 90° dos pontos de S em torno de uma das assintotas de

B, entao o solido formado tem uma superficie cuja area total, em unidade de area, mede

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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14. (Epcar (Afa)) Um sistema de irrigacao para plantas € composto por uma caixa d’agua,
em formato de cone circular reto, interligada a 30 esferas, idénticas.

O conteudo da caixa d’agua chega até as esferas por encanamentos cuja capacidade de
armazenamento € desprezivel.

O desenho a seguir ilustra a ligacao entre a caixa d’agua e uma das 30 esferas, cujo raio
1

interno mede r = 3 dm.

Se a caixa d’agua esta cheia e as esferas, bem como os encanamentos, estao vazios,
entao, no momento em que todas as 30 esferas ficarem cheias, restara, no cone, apenas
a metade de sua capacidade total.

Assim, a area lateral de um cone equilatero cujo raio da base é congruente ao da caixa
d’agua, em dm?, € igual a

a) 80

b) 40

c) 20

d) 10

15. (Esc. Naval) Um cilindro circular reto tem area total 4, raio da base R e altura h. Se o
volume maximo desse cilindro € expresso por um numero real m e a funcao f da variavel
real x € definida por f(x) = (2nx2)§ + 1, pode-se dizer que f(m)

a) §A

b) A +3

c) s(A+3)

d);(A-3)

e) A g +1

16. (Epcar (Afa)) Considere a regiao E do plano cartesiano dada por

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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Y z <1
3 + 3~
x=0

y=0

O volume do solido gerado, se E efetuar uma rotacao de 270° em torno do eixo Ox em

unidades de volume, € igual a

26T
a) -

b) 267
131

C) —~
131

d)T

17. (Efomm) Seja uma esfera de raio R e um cubo de aresta 4, ambos com a mesma area
de superficie. A razao entre o volume do cubo e o volume da esfera € igual a

a)%_r.
b) |5
C) 2?”
d |[5-
e) z

18. (Esc. Naval)

Um prisma quadrangular regular tem area lateral 36v/6 unidades de area. Sabendo que
suas diagonais formam um angulo de 60° com suas bases, entao a razao do volume de
1

uma esfera de raio 24s unidades de comprimento para o volume do prisma €

a) 8
Bin

b) —

8

81

c) —
on

d) —
27
81

e) —
81

19. (Esc. Naval) Sabendo-se que um cilindro de revolucao de raio igual a 20 ¢m, quando
cortado por um plano paralelo ao eixo de revolucao, a uma distancia de 12 cm desse
eixo, apresenta seccao retangular com area igual a area da base do cilindro. O volume
desse cilindro, em centimetros cubicos é

a) 6.0007?

b) 5.00072

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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c) 4.00072
d) 3.00072
e) 2.000m?

20. (Esc. Naval) Um astronauta, em sua nave espacial, consegue observar, em certo
1 .
momento, exatamente — da superficie da Terra.

Que distancia ele esta do nosso planeta? Considere o raio da Terra igual a 6400km
a) 1200km
b) 1280km
c) 1600km
d) 3200km
e) 4200km

21. (Esc. Naval) Uma lata de querosene tem a forma de um cilindro circular reto cuja

base tem raio R. Colocam-se trés moedas sobre a base superior da lata, de modo que

estas sdo tangentes entre si e tangentes a borda da base, nao existindo folga. Se as

moedas tém raio a e encontram-se presas, entdo o valor de R em funcao de a, vale
(1+2v3)a

a) —

b) (3+23\/§)a

B+V3)a

C) .
d) (1 +2V3)a
e) 3+ 2\/3—)a

22. (Esc. Naval) Considere dois cones circulares retos, de altura H e raio da base 1cm, de
modo que o vértice de cada um deles é o centro da base do outro. O volume comum aos
dois cones coincide com o volume do sélido obtido pela rotacao do setor circular,
sombreado na figura abaixo, em torno do eixo 1. O valor de H é, em cm,

Interbits®

30°
~
a) (2+V3)rs
b) 2v3r3
4.3
C) 57"
d) 2r3
e) 4r3

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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23. (Esc. Naval) Uma esfera confeccionada em aco € usada em um rolamento de motor

de um navio da Marinha do Brasil. Se o raio da esfera mede |3 /5,/3 5v3... cm, entdo

seu volume vale
a) 45-10737 dm?3
b) 0,45 - 10737 dm3
c) 6010737 dm3
d) 0,15 - 1037 dm?
e) 60 - 1037 dm3

24. (Epcar (Afa)) Uma vinicola armazena o vinho produzido em um tanque cilindrico
(reto) com sua capacidade maxima ocupada. Esse vinho sera distribuido igualmente em
barris idénticos também cilindricos (retos) e vendidos para varios mercados de uma
cidade.

Sabe-se que cada mercado recebera 2 barris de vinho, com altura igual a %da altura do

tanque e com diametro da base igual a ido diametro da base do tanque. Nessas

condicoes, a quantidade x de mercados que receberao os barris (com sua capacidade
maxima ocupada) € tal que x pertence ao intervalo

a)0<x<20

b) 20 < x < 40

c) 40 <x <60

d) 60 <x <80

25. (Fuvest) A figura a seguir esboca, no plano cartesiano, a regiao hachurada
delimitada pelo eixo Ox, pelo eixo Oy e pela reta x +y = 4.

y

A

SuperProfessor®

a) Calcule a area da regiao determinada pela interseccao do plano Oxy com o solido de
revolucao gerado pela rotacado da regido hachurada quando gira em torno do eixo Oy.

b) Calcule o volume do solido de revolucao gerado pela rotacao da regiao hachurada
quando gira em torno da reta vertical x = 4.

c) Calcule o volume do solido de revolucao gerado pela rotacdo da regido hachurada
quando gira em torno da reta x +y = 4.

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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26. (Fuvest) O reservatorio de um caminhao-pipa tem a forma de um cilindro circular
reto com eixo horizontal e dimensoes internas de 6 metros de comprimento e 2 metros
de diametro. Uma escola contratou o servico do caminhao-pipa para abastecer sua caixa
d’agua. Apos o abastecimento, o motorista percebeu que o reservatéorio do caminhao
estava cheio até 3/4 de sua altura, conforme ilustrado na figura.

Qual foi o volume, em metros cubicos, de agua utilizada para abastecer a caixa d’agua
da escola, sabendo que o reservatorio do caminhao estava cheio antes do
abastecimento?

o (2r-2)

b) (2 - 3)

c) (27r + 32—\/5)
@ (4 +)

&) (4m +252)

27. (Fuvest) Suponha, para simplificar, que a Terra é perfeitamente esférica e que a
linha do Equador mede 40.000 km. O trajeto que sai do Polo Norte, segue até a linha do
Equador pelo meridiano de Greenwich, depois se desloca ao longo da linha do Equador
até o meridiano 45°L e entao retorna ao Polo Norte por esse meridiano tem comprimento
total de

a) 15.000 km.

b) 20.000 km.

c) 25.000 km.

d) 30.000 km.

e) 35.000 km.

28. (Fuvest) Para responder aos itens a) e b), considere a figura correspondente.

a) Num tetraedro 0ABC, os angulos AOB, BOC e COA medem 90°. Sendo « e  as medidas
dos angulos ACO e BCO, respectivamente, expresse o cosseno do angulo ACB em funcao
de a e B.

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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A

b) Um navio parte do ponto de latitude 0° e longitude 0° e navega até chegar a um ponto
de latitude 45° sul e longitude 45° oeste, seguindo a trajetoria que minimiza a distancia
percorrida. Admita que a Terra seja esférica de raio R = 6.000 km. Qual foi a distancia
percorrida pelo navio?

Interbits®

Oeste de Greenwich Leste de Greenwich

29. (Fuvest) Um reservatorio de agua tem o formato de um cone circular reto. O diametro
de sua base (que esta apoiada sobre o chao horizontal) é igual a 8 m. Sua altura é igual a
12 m. A partir de um instante em que o reservatorio esta completamente vazio, inicia-se
seu enchimento com agua a uma vazao constante de 500 litros por minuto.

O tempo gasto para que o nivel de agua atinja metade da altura do reservatorio € de,
aproximadamente,

Dados:
- T & aproximadamente 3,14.

- O volume V do cone circular reto de altura h e raio da baser é V = %nrzh.

a) 4 horas e 50 minutos.
b) 5 horas e 20 minutos.
c) 5 horas e 50 minutos.
d) 6 horas e 20 minutos.
e) 6 horas e 50 minutos.

30. (Fuvest) A esfera ¢, de centro O e raio r > 0O, € tangente ao plano a. O plano 8 é
paralelo a a e contém O. Nessas condigcoes, o volume da piramide que tem como base um
hexagono regular inscrito na interseccao de € com f e, como vértice, um ponto em «, €
igual a
V3r3

4

a)

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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Nos caminhos da matematica, cada problema € um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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Gabarito:

Resposta da questao 1:
(Al

Simplificando A e B, obtemos:

2 2
sen”(x) [1+ cos?(x) — sen?(x)] = sen (%)

w0570 o]

A = tan?(x)[1 + cos(2x)] = cos?(x)|= 2sen?(x)

5 sen?( x) ) , sen2(x) 1
B = 2cos%(x) +m— [cos?(x) —sen?(x)] =1+ 07D = 20D
Logo:
Zsecz(x)COtz(t)_ZCOtz(t):Zsenz(x) = [2]cot? (t)[ ] s
2( X) s2(x) cos?(x)

1—cos?(x) sen®(x)
cos?2(x)  cos2(x)

= cot?(t) -

= cot?(t)|tan?(x)| = [tan?(x)|= cot(t) = +1 = tan(t) =

g 7T+37T+57T+77T 4
= = — E— —_ _—
4T3 T Ty T

Raio da esfera:

v S  4AmR® 4w R=1
=—> =—>R=
E—3 3 3

A area total do cilindro e o volume descrito sao dados por:

SuperProfessor®

A.=2-m-1?2+2n-1-2=6m

Vo120 7r-12-1_2 2m 4w
ac =T 3 TT3T3
Portanto:
Mo _ 2T — 18
Vac <

Resposta da questao 2:
[D]

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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Vamos considerar:
Vi: volume do liquido
Vc: volume do cone
VE: volume da esfera

H
43 5 o1 Ve
—=|= —=—-2V, == I
Ve \H V. 8 k7 8 D
Vv, +V, 3 3 Vi, + Vg 27 27 -V,
L E 4 L E Ve
= 5>—=—=3V +V;= I
Ve H Ve 64 L E 64 (ID
Substituindo (I) em (II), obtemos:
VC 27 ° VC
§+VE= 1 = 8V, = 64Vy = 27V, = 19V, = 64V =
4
19V, = 64-§-n-193
Admitindo ™ = 3, temos:
Ve =28-192

Portanto, o volume do cone € um numero divisivel por 25.

Resposta da questao 3:
[B]

Da descricao do problema, temos:

SuperProfessor®

3m 3m

Relacao entre r e h:

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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9—h r 9—h
_— e = —
9 3 3

Volume de agua:

7-32-9 mw-r2.(9—h) m(9—h) (9—h\’ (9w — wh) (81— 18h + h?)
3 - 3 = 27T — 3 ( ) 27T — :

3 3 9
7291 — 162mh + 9mh? — 81mwh + 18nh? — wh3  243mwh — 27nh? + whd
=27m — =
27 27
_ O — mh? +
=9mh — 7 57
Derivando em relacao ao tempo:
dV_9 dh ) hdh+7th2dh
ac  at “Mar T 9 ae
Como%=2m3/seh=3m:
2o nfg_p.34 %
RPT: 9
24 dh
" BT
S — = L m/g
dt 2

Resposta da questao 4:
[E]

Igualando os volumes vazios em ambos os casos, obtemos:

h

3h
2r
, h Tor.ox
TR T T 2
_h 13
x =2 =—cm
Logo:
13
; 6_x_7_13
9 =276 " 12

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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0 = arctg (g)

Resposta da questao 5:
[D]

O raio da base do cone e do cilindro vale 8 cm conforme pode ser observado na figura
abaixo (que ilustra o hexagono inscrito na base do cone):

Altura do cone:
1
1281 = 3 82 - heone

heone = 6 cm

Altura do cilindro:
128m =m- 8% - hcilindro
hcilindro =2cm

Logo:
Rcone _ é 3

Reitindro 2

Resposta da questao 6:
[D]

Alturas das partes da esfera apos a divisao proporcional:
2k +3k+4k=2-54=>k =12
h,=2-12=24
h; =3-12 =36
h,=4-12 =48

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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30 cm 6 cm

\_/

542 = 1,2 + 302 = 1,2 = 2016
542 = 1,2 4+ 62 = 1,2 = 2880

Utilizando as formulas A.gotqa = 277 hcqiota € Veatota = gnhcalotaz(Sr — Reqiota), t€EMOS:
A, =2m-54-24 +m- 2016 = 46087 cm?

1 c 26496r £ 7e
= = =D,
Vy =37 247 (354 - 24) = 26496m cm’ 27 4608m
Ay = 127‘[ 54 -48 + 1 - 2880 = 80641 cm? 875527 086
= = = )
Vi =37 48” (354 - 48) = 87552 cm’ * T 8064n
Az = ;Ln 542 — 25921 — 5184w + - 2016 + 7 - 2880 = 87841 cm? 959047 1092
= (3 = —— =10,
V; = §Tl,’ - 543 — 264961 — 87552 = 959041 cm3 3 8784n
C =575+10,86 + 10,92 = 27,53
~25<C <30
Resposta da questao 7:
[A]
Do volume do cilindro, obtemos:
mr?h = 300
- 300
- mr?
A area total do cilindro é dada por:
Arp = 2nr? + 2nrh
Ap = 2mr? + 2[@]7] 599
= 27mr n[r]- ——=
T T'

600
Ap =2nr? + —

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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A menor area total possivel ocorre para:

600
(27TT2 + T) =0
600
dnr ———=0
r
600
Atr = 2
r
nr3 =150
3 /150
r= |— cm
s
Sendo assim, h vale, aproximadamente:
b= 300 _ 300 _ 300
315012 3\/ 150° 1502
T[\/ T m 3l ==
CORNE
~ 300 _ 300 _ 300 _ 100 _
~ V31502 V33502 332500 137 7,25
Resposta da questao 8:
[D]
Volume da bola:
41 - 7003 5
= 3 mm

Raio da calota:

700 mm - 1,88 mm
=698,12 mm

700% = 698,122 + r?
r =513 mm

Volume da calota:

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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71,88
. (3-51,32 + 1,88%)

mh
Vo= (Br2 4 h?) =
V. = 247571 mm3

Logo:
Ve = 2475m =54-10"°% = 0,00054%
vV 4m-7003 Y 0
3

Ou seja, 0,0001% de V < V¢ < 0,001% de V.

Resposta da questao 9:
(Al

Da figura abaixo, obtemos o raio das esferas:

A A

2R ) S\ ¢

SuperProfessor®

g30e= o T
=—=—=3=r=7ncm

g 3 3

V3 /3
cosSO°=7=T=>y=2ncm

R=r+y=3mrcm

Altura do cone:
h, =3R =9 cm

Raio da base do cone:

= R, =3V3mr cm

o =

2R3
2

Volume do cone vale:
1 2 1
I/C=§n-(3\/§n) 91 ==m-9-[3]n? - 9n

Nos caminhos da matematica, cada problema € um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.

s~ V. =81n* em
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Resposta da questao 10:
[B]

Devemos ter que:
Apotas = At’sup
n-4mR? = 2nRH
s~ R = Ll

2n

Resposta da questao 11:
[BI

O volume procurado é dado pelo volume do cone equilatero ABV menos os volumes dos
cones equilateros CDO e CDV como ilustrado na figura abaixo:

y g
A ;
e v
7|\
/7 AN
/ AN
X 3 // \\
2 / \
/X/2 \
3 CA T2, RN
/\
/ AN
\
X\/g // \\
2 // \\
/ N
/ AN
S > X
A X (0] B
1 1 ,x\2 xV3
V=to o2 e (D) 22
3 3 \2 2
nx3vV3  mx3V3
-3 12
wx3y3
~ V= "

Resposta da questao 12:
[BI

Como o cone é equilatero, temos que:

Nos caminhos da matematica, cada problema € um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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2R

|/

__ 2RV3
AM=T\/_=R\/§

AN = AM — NM = RV3 —2r

Observacao: perceba que o raio do cone ADE € equivalente a diagonal da face superior
do cubo, e, portanto, igual a r/2.

Por semelhanca de triangulos entre o AABM e o AADN, obtemos:
W_,W r\/i_R\/g—Zr
BM M [R]  [RN3
:r\/6=R\/§—2r=>r(\/5+2)=R\/§$
r V3 V6-2 3V2-243
TR V642 V6-2  6-4

=

_ 3V2-2v3

T
"R 2

Resposta da questao 13:
[D]

Reescrevendo a equacao da hipérbole, temos:
y?  x2 4 y?  x2

===
4 4 4 22 22

Sendo assim, podemos ilustrar as curvas descritas como na figura abaixo:

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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De onde concluimos que r = 2.

Realizando uma rotacao de 90° dos pontos de S em torno de uma das assintotas de g,
obtemos uma esfera de raio 2. Portanto, a sua superficie total vale:
A=4m-2% =161 u.a.

Resposta da questao 14:
[A]
Calculando, inicialmente, o volume total das trinta esferas.
4
V=30-—-m-73
3 T-r
4
V= 30'§'ﬂ'(7'[_1)3
V =40 dm3

Como 40 dm3 é o volume de metade do cone, concluimos que o volume do cone é 80 dm?3.

Vamos, entao, determinar a medida do raio deste cone.

1 40
_.ﬂ.r2.6=80:1’2=—
3 /4

Calculando, agora, a area do cone equilatero sugerido, temos:
A =m-r-g

Como o cone € equilatero, devemos considerar g = 2r.
40
AL :T['T'Z'TﬁAL :2'77:'7"2 iAL =2H?=>AL =80 dmz
Resposta: [A] 80 dm?

Resposta da questao 15:
[C]

A
A=2mR*+2nRh=2nR-(R+h) > h=———-R
2R

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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A AR

%4 =T[R2h=7TR2 (ﬁ_R) =7—T[R3

V' 4 R? 4 R?=0-R 4
= — — - — — = g = -
2 T 2 T 61
B A A B A 6
e e —_— —_ — . -
fA 61 3r A
27-[. 6_
T

2

. R2h A A 61 A? 61
M= Vmix =T L Iy 3r 4| " " 18z A

flx) = (27‘[362)% +1

2\3 1
f(m)=<2n<%- 6{)) +1=(L)+1=2+1=14+3)

Resposta da questao 16:

[C]

Reescrevendo as duas primeiras inequacbes como equacoes, tem-se:
y x y x
L ilc1o24io15y=3-
gtz=slogt3z=1-Y x

ytxzl-oy+x=21-y=1-x

Tendo estas duas equacoes de retas e sabendo que x > 0 e y = 0, pode-se construir o
grafico a seguir, que apresenta a regidao E (em rosa) indicada no enunciado:

»
Ll
<
Interbits®

xV

Rotacionando a area E (em rosa) em 360° em torno do eixo x teremos um cone “oco” de
altura e raio 3, com uma concavidade também em formato de cone, de altura e raio igual
a 1 (regido indicada em azul). Assim, para se conseguir o volume somente do soélido
gerado pela rotacao da area rosa E, podemos calcular o volume total do cone de altura e
raio 3 (que chamaremos de V) e subtrair dele o volume do cone gerado pela rotacao da
area representada em azul (que chamaremos de V,;,,;. Assim, o volume do solido gerado
pela rotacao da area E (V) sera:

Ve =V = Vazu

Sendo o volume de um cone de revolucao dado pela formula V,,,, = én - R? - h, temos que:

1 5 1 ) T 26m
VE=<§'T['3 -3)—(§-n-1 -1>=9n—§—>VE=T

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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Porém, o solicitado no enunciado nao é uma rotacao de 360° em torno do eixo x, mas sim

- . . 3 .
uma rotacao de 270°. Nesse caso, o volume final V; sera correspondente a Ve Ou seja:

.3 3 26m 78w . 131
Ve==-Vp == —=——> V., = —
ETL'E ™ 4 3 12 E 2

Resposta da questao 17:
[E]

Tem-se que

’2
6A% = 47R? = A = ?RR.

Portanto, a resposta é
3
21
A3 ( ?R> \/E
T Aoz e
3R 3R 6

Resposta da questao 18:
[C]

Sejam ¢ e h, respectivamente, a medida da aresta da base e a medida da altura do
prisma.

Assim, a medida da diagonal da base mede V2 e, portanto, temos

h
tg60°=—— < h = /6 u.c.
g N2

Por outro lado, se o prisma tem area lateral igual a 36vV6, vem

4¢-h =36V6 < £ - V6 = 96
= f{=3u.c.

Em consequéncia, o volume do prisma é igual a 32 - 3v/6 = 27/6 u.v.

O volume da esfera é dado por
1 1
T (246)° = (6 4)7 = V6 wv.

A razao pedida é

81
3V6  8m
27V6 81"

Resposta da questao 19:
[B]

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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Com as informacgoes do enunciado, temos:

.
Interbits®

Observando o triangulo retangulo destacado, percebe-se que o cateto menor mede 12 e o
cateto maior (utilizando o Teorema de Pitagoras) mede 16. Logo, um dos lados da seccao

retangular mede 32; o outro lado € igual a altura h do cilindro. Assim, pode-se escrever:

25m
32h=7‘['202—>h=7

2 251

Veitinaro = @+ 207 - Yy = Veitinaro = 50007>

Resposta da questao 20:
[C]

A (astronauta)

O é o centro da terra.
R = 6400 km

Interbits®

Sabemos que a area da calota esférica (avistada pelo astronauta) € um décimo da area
da superficie esférica. Temos, entao, a seguinte equacao:

2k = TR F
ST/ =5
Calculando a medida x da figura:
4R
=R-h=>x=R-——>x=—
x > X z > X z

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma

chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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Aplicando uma relacao métrica no triangulo ATO, temos:

RZ—A04 R:AO—SR
N 5 T4

Logo, a distancia d pedida sera dada por:
d=2-R=d=2=d="25]d=1600km

Resposta da questao 21:
[B]

Considere a figura, em que OP = R e ABC é um triangulo equilatero de lado 2a.

Como O € o baricentro de ABC, segue-se que

0—A=E.2a\/§=2a\/§.
3 2 3
Portanto,
. 2av/3
0P=0A+AP(:)R=T+a
o R = (3+2\/§)a.

3

Resposta da questao 22:
[E]

O volume do solido de revolucao corresponde ao volume do segmento esférico de altura

r . V3 .
h= > comraios ry = —rer, =T, subtraido do volume do cone reto de mesma altura h e
raio da base ry, ou se€ja,

1T?h[3(r12+"22)+hz]_%th B 1T?h(3r12+3r22+ h2-2r2)

s SR
|

r

3

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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Por outro lado, o volume comum aos dois cones de altura H e raio da base 1cm é igual ao
. H . 1
volume de dois cones de altura - e raio R = - cm, conforme a figura.

Portanto,

LA =T o=

Resposta da questao 23:
[C]

Sendor = |3 ’5,/3 53 ...cm o raio da esfera, temos
45 ,3 /5\/§ = r* = 45r

e r@3-45=0

Portanto, o resultado pedido é

4_n.r3 — 4_T[45

3 3
:601tcm3
-60-103mdm?3.

Resposta da questao 24:
[C]

Considerando Vro volume do tanque e Vs o volume do barril:
VT = T[TZ. h
2 h mR*h Vg
VB =T (Z) - =
Portanto, x = 80 barris e 40 mercados.

"5 80 80

Nos caminhos da matematica, cada problema € um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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Resposta da questao 25:
a) Quando a regiao gira em torno do eixo y, ela forma um cone de raio 4 e altura 4. A
figura formada pela intersecao do plano Oxy com o cone € um triangulo de base 8 e
altura 4, cuja area vale:

4= 16
= > = u.a.

b)

\

O solido formado pela rotacao da regido em torno da reta x = 4 € dado por um cilindro
de raio da base 4 e altura 4 menos um cone de raio da base 4 e altura 4. Logo, o seu
volume € igual a:

m-4%2-4 128m

Ve=r-42.4— -
T 3 3

u.v.

c) Ao girar em torno da reta x + y = 4, a regido da origem a 2 cones de altura e raio da

base valendo 47\/5 = 2+/2. Sendo assim, o seu volume vale:

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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n-(zﬁ)z-zﬁ 32myV2
. . =— uv.

V=2

Resposta da questao 26:
[B]

Da figura abaixo, obtemos:

OM—3 2 1 —1
—4 m m—zm
1
9—7—1:9—60°
cos —1—2 =
v3 A — — <3
°=—=—$A = B=—
sen60 > 1 > m

A area hachurada é dada pela area do setor circular de angulo 120° menos a area do
triangulo OAB. Logo:

o 2@1
_10 et
360° 2
_m V3,
37 ™

Sendo assim, o volume de agua introduzido foi de:
© V3
V=[z-=—]-6
G-%)

Nos caminhos da matematica, cada problema € um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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-'-V=27't—32£ m3

Resposta da questao 27:
[C]

Considere a figura, em que P € o Polo Norte € O € o centro da esfera.

P

[}
2
2
£
£

Queremos calcular a soma PA + AB + BP.
Sabendo que a circunferéncia da Terra mede 40000km, temos

20000
2nr = 40000 & r = p-

km,

em que r € o raio da Terra.
Ademais, como AOB = 45° = %rad, vem
AB=A0Br

_ m 20000

4 T
=5000km.

E facil ver que PA = PB. Logo, como PA + PB corresponde a metade da circunferéncia da

Terra, podemos escrever
PA+PB = —40200

=20000km.
A resposta € 20000 + 5000 = 25000km.

Resposta da questao 28:
a) Dos triangulos retangulos ACO, BCO e ABO obtemos, pelo Teorema de Pitagoras,

. —2 2 —2 _—2 —2 _—2 2 —2 —2
respectivamente, AC =40 +CO ,BC =B0O +C0O0 eAB =A0 +BO .

Além disso, temos
AC=eBc="2

cosa cos B’

Em consequéncia, do tridangulo ABC, pela Lei dos Cossenos, vem

Nos caminhos da matematica, cada problema é um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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4B =AC +BC —2-4AC-BC-cosACB &
—2 —2 —2 —2 —_—2 —2 co A
AO +BO =A0 +C0O0 +BO +(C0 —2-—— -——-c0sACB &
cos ACB = cos a - cos f5.

b) Considere a figura, em que O € o centro da Terra, A € o ponto de latitude 0° e longitude
0°, B € a projecao ortogonal de A sobre a reta que passa por O e pelo ponto de latitude
0° e longitude 45° oeste e P € o ponto de latitude 45° sul e longitude 45° oeste.

Como B também € projecao ortogonal de P sobre a reta que passa por O e pelo ponto
de latitude 0° e longitude 45° oeste, segue que o tetraedro OBPA corresponde ao
tetraedro do item (a). Logo, sendo BOP = 45° e BOA = 45°, temos

~ 1
cosAOP = cos45°-cos45° =§.

Portanto, vem AOP = 60° = grad e, assim, o resultado € dado por g - 6000 = 2000km.

Resposta da questao 29:
[C]

De acordo com o enunciado:

6

4 4

Interbits®

Considerando:

Nos caminhos da matematica, cada problema € um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.
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V = volume total do cone
v' = volume cheio (tronco)
v" = volume vazio (topo)
H = 12 = altura total

h = 6 = altura topo/altura tronco

Pode-se calcular:

Vo /H\® 12\ VvV

_=(—> —)(— :T—>V=8v"
h v

v 6
T S A B
= - —_= - = —
v+ v 3 v 3
1 1
V=§-n-R2-H=§-3,14-42-12—>V=200,96
7 7
17'=§V=§-200,96—>v'=175,85m3

Tempo: 500 L/ min = 0,5 m3/min
1 min ———0,5m3
t ——17585m3
t = 351,7 min =5h e 50 min

Resposta da questao 30:
[E]

Interbits®

Nos caminhos da matematica, cada problema € um poema disfarcado, cada acerto uma conquista silenciosa, e cada erro uma
chance de reescrever a beleza do raciocinio. Pense com ousadia.



