GEOMETRIA ESPACIAL- PRISMAS E PIRAMIDES
Professor Yuri Politano

1. (Efomm) No processo de construcao de embarcacoes, os estaleiros frequentemente
projetam reservatorios com diferentes geometrias, buscando otimizar o espaco interno da
embarcacao e garantir estabilidade e eficiéncia.

Em um determinado projeto, foi especificado um reservatorio no formato de prisma
triangular reto, que sera instalado no porao de uma embarcacao de médio porte. As
dimensoes desse reservatorio foram definidas a partir de calculos técnicos, sendo que a
altura do prisma é igual a x1x2, e o triangulo que forma sua base possui base igual a x3x4
e altura xsXe.

Sabendo-se que x1, X2, X3, X4, X5 € X6€E R, tais que 2%t = 4;3%2 = 5;4% = 6;5% =7; 6% =
8 e 7¥¢ = 9, calcule o volume desse reservatorio, em metros cubicos.

a) 2 ms
b) 3 m3
c) 4 m3
d) 8 m3

e) 9 m3

2. (Espcex (Aman)) Considere o prisma hexagonal regular de altura 12 cm e o
segmento DM que une os vértices D e M formando um angulo de 60° com o plano da base,
como indicado na figura abaixo.

Desenho ilustrativo - Fora de escala

Determine, em cm3 o volume do prisma.
a) 144+/3.
b) 168v/3.
c) 192+3.
d) 216v3.
e) 225v/3.
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3. (Efomm) Determine o volume do paralelepipedo com base quadrada, dadas as seguintes
condicoes:

- Uma piramide com base quadrada esta completamente contida no paralelepipedo,
coincidindo sua base com a base inferior do paralelepipedo. A projecao do vértice da
piramide coincide com os centros dos quadrados das bases do paralelepipedo. O volume
da piramide € de Sm 3 .

- Um cone esta contido no paralelepipedo, com vértice comum a piramide, e sua base esta
inscrita na base superior do paralelepipedo. O volume do cone € 4m 3

4. (Efomm) A figura abaixo mostra a secao transversal uniforme do casco de uma
embarcacao que possui 100 m de comprimento. Supondo a embarcacao em equilibrio,
qual o calado (distancia vertical a partir do fundo do casco até a linha superficial da agua),
em metros, da embarcacao se sua massa total € 16.000 t, conforme a figura abaixo?

1

5,0m§

i

A

10,0m|

v

a) 11
b) 8
c) 6
d) 4
e) 2

5. (Espcex (Aman)) Um paralelepipedo reto tem como secao reta um paralelogramo ABCD,

cujos lados AB e BC medem, respectivamente, 20 cm e 10 cm, e o angulo DAB mede 30°.
Sabendo que a altura do paralelepipedo € igual a dois tercos do perimetro da secao reta,
o seu volume é:

a) 2000 cm 3
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b) 4000 cm 3
c) 6000 cm 3
d) 2000v/3cm?
e) 4000v/3cm?

6. (Albert Einstein - Medicina) Na figura, estao representados o prisma retorretangulo
ABCDEFGH e a piramide BCDL. O vértice L da piramide esta na reta que contém a aresta
CG do prisma. O prisma e a piramide BCDL tém o mesmo volume.

erProfessor®

Sups

fora de escala

O ponto J esta na intersecao dos segmentos BL e FG, e o ponto K esta na intersecao dos
segmentos DL e GH. O volume da piramide GJKL, em relacdo ao volume do prisma,
corresponde a

)E
) 216

b) g

C) %

d) g
64

€) 25

7. (Ime) No cubo ABCDEFGH, a aresta mede 1. Conforme a figura, o ponto Bi, sobre a

aresta AB, € tal que AB; = [/3; o ponto D1, sobre a aresta AD, € tal que AD; = 1/3 e o ponto
H1, sobre a

aresta GH, e tal que GH, = 1/3.
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8. (Ita) Calcule a area da projecao ortogonal de um cubo de aresta 2 sobre um plano
perpendicular a uma das diagonais do cubo.

9. (Esc. Naval) Um tronco de piramide regular de base hexagonal e volume 126 u.v possui
lado da base menor, lado da base maior e altura, nesta ordem, formando uma progressao
geomeétrica de razao natural nao nula e termo inicial no intervalo |3/2, 2[. Determine o
angulo formado pela face lateral do tronco e a base maior e assinale a opcao correta.

a) arctg (:ﬁ)
b) arctg(Zx/g).
C) arctg(\/§).

d) arctg (zgﬁ)

e) arctg (?)
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10. (Epcar (Afa)) Considere um tronco de piramide obtido de uma piramide quadrangular
regular.

Por esse tronco, passa-se um plano a paralelo as bases gerando um quadrilatero de area
x cm 2 | tal que:

- a razao entre a distancia da base menor do tronco ao plano a e a distancia do plano a a
. .. 3
base maior do tronco € igual a =;
2

- a area da base maior do tronco mede 441 cm 2 ; e
- a area da base menor do tronco mede 64 cm 2 .

A area x do quadrilatero, em cm 2, € igual a

) 8441
64
b) 12661
81
6241
c) —
25

4772
d) 16

11. (Espcex (Aman)) Um cubo com area total de 96 cm 2 esta circunscrito a uma esfera. O
volume dessa esfera € igual a

a) 2—Zéﬂcm“”
b) 16mcm?
c) %ncm3
d) 33—27Tcm3

6
e) 1?7Tcm3

12. (Ime) Seja um tetraedro de vértices A, B, C e D. Sao dados os angulos em radianos:

A§B=§eCﬁB=A5C=§

e os comprimentos das arestas em centimetros CD =3 e AD = BD = 4. A distancia em
centimetros do ponto D ao plano ABC é

a)gxﬁ
b) 3
c) 2v3
d 4
e) 5
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13. (Efomm) Duas caixas cubicas A e B tem volumes, em litros, respectivamente iguais a
V e 4V. Calculando-se a razao entre as areas de suas bases, em dm 2 , das caixas B e A,
respectivamente, obtemos

a) V2.
b) V4.
c) 2.

d) 2V2.
e) 2/4.

14. (Efomm) A piramide de Quéops, a maior do Egito, tem como base um quadrado de 230
metros de lado. A reta que passa pelo centro da base e pelo ponto mais elevado (vértice)
dessa piramide € perpendicular a base.

O segmento de reta com extremos no vértice e no ponto médio de um lado da base forma
com o plano da base um angulo obtuso de medida «a tal que cosa = —0,6.

A altura da piramide €, aproximadamente, de
a) 149 metros.
b) 151 metros.
c) 153 metros.
d) 155 metros.

e) 157 metros.

15. (Efomm) Seja a piramide quadrangular regular ABCDE com aresta da base 4v/2 e aresta
lateral 8. Considere o prisma quadrangular regular interior a piramide. O prisma possui
base inferior sobre a base da piramide e os vértices da base superior estdo sobre as arestas
laterais da piramide, como sugere a figura abaixo.

E

O volume maximo do prisma € igual a

5123
a) =
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16. (Ita) Seja P uma piramide regular cujo vértice V € um dos vértices de um cubo de lado
£ e cuja base € o hexagono formado pelos pontos médios das seis arestas do cubo que nao
contém V nem o vértice oposto a V . O raio da esfera que circunscreve P é

a) £V2/12.
b) ¢V3/12.
c) 5¢6v2/12.
d) 5¢v/3/12.
e) £\/3/6.

17.Uma embalagem de pizza tem a forma de um prisma reto-regular de base octogonal,
conforme mostram as figuras. Sabe-se que AE é a maior diagonal da parte superior da
tampa, medindo 32 cm, e que HI é a aresta lateral da embalagem, medindo 4 cm.

C D
B % E
/ E
A F
* H c
| N A
|

Desconsiderando os encaixes e a espessura do material de que é feita a embalagem e
utilizando, se necessario, a formula sen(2x) = 2 sen(x) cos(x), o volume dessa embalagem
€ igual a

a) 512v/2cm?

b) 1024v2cm?

c) 758v2cm?®

d) 1536v2cm?

e) 2048+v/2cm?

18. (Ime) Um copo exotico de vidro, em uma festa, era uma piramide invertida de base
pentagonal regular de 9cm de altura. Esse copo continha uma bebida que ocupava 8cm de
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altura. Um dos convidados fechou a base pentagonal do copo e o virou de cabeca para
baixo. A nova altura h da bebida, em c¢m, em relacao a base pentagonal satisfaz:
a)29<h<30

b) 38<h <40
c)48<h<49
d)58<h<60
€) 6,1<h<62

19. (Ita) Seja P uma piramide regular com base quadrada. Suponha que os centros das
esferas inscrita e circunscrita a P coincidam. Determine a razao entre as areas das esferas
circunscrita e inscrita a P.

20. (Esc. Naval) Suponha que a base de um paralelepipedo reto seja um paralelogramo de
lados a e b. b. b. Suponha, ainda, que o angulo obtuso desse paralelogramo seja f.
Sabendo que a menor diagonal do paralelepipedo € igual a maior diagonal do
paralelogramo, assinale a opcao que apresenta o volume do paralelepipedo em funcao de
a,bep.

a) Zab(sen(ﬂ)\/m)
b) 2ab(sen(B)/ab - sen(B))

c) 2ab(cos(B)y/—ab - sen(B))
d) 2ab(—cos(B)y/—ab - cos(B))
e) Zab(—sen(ﬁ)\/m)

21. (Efomm) Seja a esfera de raio R inscrita na piramide quadrangular regular de aresta
base 2cm e aresta lateral V38cm. Sabendo-se que a esfera tangencia todas as faces da
piramide, o valor de R, em cm, é

V37+1

6

Vv39-1
38
6v38+12
17
Vv37-1
6

6v38—12
17

a)

b)

<)

d)

e)
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22. (Epcar (Afa)) Um objeto de decoracao foi elaborado a partir de soélidos utilizados na
rotina de estudos de um estudante de matematica.

Inicialmente, partiu-se de um cubo sélido de volume igual a 19.683cm?3.

Do interior desse cubo, retirou-se, sem perda de material, um sélido formado por dois
troncos de piramide idénticos e um prisma reto, como mostra o esquema da figura a

seguir.

Am ey

Sabe-se que:
- as bases maiores dos troncos estao contidas em faces opostas do cubo;
- as bases dos troncos sao quadradas;

- a diagonal da base maior de cada tronco esta contida na diagonal da face do cubo que a
contém e mede a sua terca parte;

- a diagonal da base menor de cada tronco mede a terca parte da diagonal da base maior
do tronco; e

- os troncos e o prisma tém alturas iguais.

Assim, o volume do objeto de decoracdo obtido da diferenca entre o volume do cubo e o
volume do soélido esquematizado na figura acima, em ¢ m 3, € um numero do intervalo

a) [17.200,17.800]
b) 117.800,18.400]
c) ]18.400, 19.000]
d) [19.000,19.600]

23. (Ime) Em um tetraedro ABCD, os angulos ABC e ACB sao idénticos e a aresta AD é
ortogonal & BC. A area do A ABC é igual a area do A ACD, e o angulo MAD é igual ao angulo
MDA, MDA, MDA, onde M é ponto médio de BC. Calcule a area total do tetraedro ABCD, em
cm?, sabendo que BC = 2cm, e que o angulo BAC é igual a 30°.

a) (2 —-+3)
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b) (2 +3)

c) 4(2 —3)
d) 42 +V3)
e) 4

24. (Efomm) Duas caixas cubicas e retangulares perfeitas, tém seis faces de quadrados
perfeitos. As faces da primeira caixa tem 3m? de area, e casa face da segunda caixa tem
9m? de area. A razdo entre o volume da primeira caixa e o volume da segunda é:

a) 31/2
b) 371/2
c) 373/2
d) 33/2
e) 372/3

25. (Ime) Um prisma retangular reto possui trés arestas que formam uma progressao
geomeétrica de razao 2. Sua area total é de 28cm?. Calcule o valor da diagonal do referido
prisma.

a) V17cm
b) V19cm
c) V21cm
d) 2vV7cm
e) V29cm

26. (Ita) Considere a classificacao: dois vértices de um paralelepipedo sdo nao adjacentes
quando nao pertencem a mesma aresta. Um tetraedro € formado por vértices nao
adjacentes de um paralelepipedo de arestas 3cm,4cm e 5cm Se o tetraedro tem suas arestas
opostas de mesmo comprimento, entdo o volume do tetraedro é, em cm3:

a) 10.
b) 12.
c) 15.
d) 20.
e) 30.

27. (Ita) Os triangulos equilateros ABC e ABD tém lado comum AB. Seja M o ponto médio

de AB e N o ponto médio de CD. Se MN = CN = 2cm, entdo a altura relativa ao lado €D. do
triangulo ACD mede, em cm,

V60
a) T
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28. (Fuvest) Para responder aos itens a) e b), considere a figura correspondente.
a) Num tetraedro OABC, os angulos AOB, BOC e C0A medem 90°. Sendo «a e  as medidas

dos angulos ACO e BCO respectivamente, expresse o cosseno do angulo ACB em funcao de

aep.

b) Um navio parte do ponto de latitude 0° e longitude 0° e navega até chegar a um ponto
de latitude 45° sul e longitude 45° oeste, seguindo a trajetéria que minimiza a distancia
percorrida. Admita que a Terra seja esférica de raio R = 6.000km. Qual foi a distancia
percorrida pelo navio?

Qeste de Greenwich Leste de Greenwich
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29. (Esc. Naval) Observe a figura abaixo.

O cubo ABCDEFGH , de aresta 3cm € rotacionado em torno de sua diagonal AG, gerando
um solido de revolucao de volume V. Dessa forma, pode-se afirmar que o valor de V, em

cm?3, é tal que:
a) V<17

b) 17 <V < 27
)36 <V <55
d) 27 <V < 36
€) 55 <V < 74

30. (Epcar (Afa)) Se uma piramide hexagonal regular esta inscrita num cone equilatero

. P 103 3 ~ .~ . 3 -
cujo volume € igual a ——mcm®, entao o volume dessa piramide, em ¢ m °, € igual a

45
a) 7
15v3
b) ==
303
)=~

135

d)7

31. (Efomm) Um cubo de lado 2a. possui uma esfera circunscrita nele. Qual € a
probabilidade de, ao ser sorteado um ponto interno da esfera, esse ponto ser interno ao
cubo?

T
a)g

23
b) P
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32. (Espcex (Aman)) Determine o volume (em c¢m?®) de uma piramide retangular de altura
a e lados da base b e ¢ (a,b e C em centimetros), sabendo que a+b+c=36¢ "a",bec
sao, respectivamente, numeros diretamente proporcionais a 6, 4 e 2.

a) 16
b) 36
c) 108
d) 432
e) 648

33. (Esc. Naval) Uma piramide triangular tem como base um triangulo de lados 13cm, 14cm

e 15c¢m; as outras arestas medem £. Sabendo que o volume da piramide é de 105v22cm3, o
valor de ¢, em cm, € igual a:

155
a) —
8
b) 335
11
275
)5
d) 205
8

95
e) ?

34. (Espcex (Aman)) As medidas das arestas de um paralelepipedo retangulo sao
diretamente proporcionais a 3,4 e 5 e a soma dessas medidas é igual a 48cm Entao a
medida da sua area total, em cm?, é

a) 752
b) 820
c) 1.024
d) 1.302
e) 1.504
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35. (Esc. Naval) A equacao

sen®x 1  sec’x 31
1  cos’x 0 |=—-=%
1 0 1 16

com x E]O,% [, possui como solucao o volume de uma piramide com base hexagonal de lado

£ e altura h = /3. Sendo assim, é correto afirmar que o valor de ¢ ¢ igual a:

a) %
b) |-
C) 8?”
d) |=F
e) |-

36. (Esc. Naval) Em um poligono regular, cujos vértices 4, BeC sao consecutivos, a diagonal
AC forma com o lado BC um angulo de 30°. Se o lado do poligono mede ¢ unidades de
comprimento, o volume da piramide, cuja base € esse poligono e cuja altura vale o triplo
da medida do lado, € igual a

34343
a)
2
34243
2

£33
C) >

343
d) =~

34343
e) .

b)

37. (Espcex (Aman)) Considere um prisma regular reto de base hexagonal tal que a razao

. V3
entre a aresta da base e a aresta lateral é ry Aumentando-se a aresta da base em 2 cm e

mantendo-se a aresta lateral, o volume do prisma ficara aumentado de 108 cm3. O volume
do prisma original &

a) 18cm3.
b) 36cm3.
c) 18v3cm?.
d) 36v/3cm?.
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e) 40cm3.

38. (Epcar (Afa)) Considere uma piramide regular ABCDV de base ABCD.

Sendo 2v2cm a medida da aresta da base e 2v/3cm a medida da altura dessa piramide, a
distancia, em c¢m, de A a aresta lateral VC é

a) 2v/2
b) 2v/3
c) 4

d) V3

39. (Epcar (Afa)) Uma piramide regular ABCV, de base triangular ABC, € tal, que sua aresta
lateral AV mede 3cm.
Sendo V5cm a altura de tal piramide, a distancia, em cm, de A a face BCV € igual a
V30
a) —
2

b) V7
V26
C)T

d) 22

40. (Ita) Um plano intercepta as arestas de um triedro trirretangulo de vértice V,

determinando um tridangulo ABC cujos lados medem, respectivamente, V10, V17 e S cm.
O volume, em cm 3, do solido VABC é

a) 2.
b) 4.
c) V17
d) 6.
e) 5V10

41. (Esc. Naval) Num prisma hexagonal regular a area lateral € 75% da area total. A razao
entre a aresta lateral e a aresta da base é
28
3
3v3

2

a)
b)

5v3
C) T

23
5

d)
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5v2
e) T

42. (Esc. Naval) Qual € o menor angulo formado por duas diagonais de um cubo de aresta
L?

1
a) arcsen
1
b) arccos "
1
C) arcsenz
1
d) arccos 3

e) arctgi

43. (Fuvest) Em um tetraedro regular de lado a , a distancia entre os pontos médios de
duas arestas nao adjacentes € igual a

a) aV3

b) av2
a3
)

a2

2

d)

av2
€)%

44. (Epcar (Afa)) Um solido macico foi obtido quando a base de uma piramide hexagonal
regular de altura 6cm foi colada a base de uma piramide reta de base retangular e altura
3cm de forma que 4 dos 6 vértices da base da primeira coincidam com os vértices da base
da segunda, conforme figura. Desprezando-se o volume da cola, se a aresta da base da

piramide hexagonal mede V/5cm, entdo, o volume do sélido obtido, em ¢ m 2, é igual a

G cm
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b) 20v3
c) 25v3
d) 30v3

45. (Ita) Uma esfera esta inscrita em uma piramide regular hexagonal cuja altura mede
12 cm e a aresta da base mede ?\Ecm. . Entao o raio da esfera, em cm, € igual a

a) ?\E.
b) 2.

C) 14—5.

d) 23

10
e) ?

46. (Espcex (Aman)) Na figura abaixo, esta representado um solido geométrico de 9 faces,
obtido a partir de um cubo e uma piramide. Sabendo que todas as arestas desse solido

tém medida [ , entdo as medidas da altura (distancia do ponto ¥ a face ABCD ) e da
superficie total desse solido sao, respectivamente,
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47. (Fuvest) Uma piramide tem como base um quadrado de lado 1, e cada uma de suas
faces laterais € um triangulo equilatero. Entao, a area do quadrado, que tem como vértices
os baricentros de cada uma das faces laterais, € igual a

a);

b)

Wik ols

48. (Ufrj) A piramide ABCD é tal que as faces ABC,ABD e ACD sao triangulos retangulos
cujos catetos medem a. Considere o cubo de volume maximo contido em ABCD tal que um
de seus vértices seja o ponto 4, como ilustra a figura a seguir.

Determine a medida da aresta desse cubo em funcao de a.

49. (Ita) Sejam A, B, C e D os vértices de um tetraedro regular cujas arestas medem 1 cm.
Se M e o ponto médio do segmento AB e N e o ponto médio do segmento CD , entao a area
do triangulo MND, em cm?, e igual a

V2
a) ?

b) 2

V3
C) ?
d) =,
e) ?3.
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50. (Fuvest) A piramide de base retangular ABCD e vértice E representada na figura tem
volume 4. Se M é o ponto médio da aresta AB e V € o ponto médio da aresta EC, entao o
volume da piramide de base AMCD e vértice V é:

a)l
b) 1,5
c) 2
d) 2,5
e) 3

51. (Ita) Quatro esferas de mesmo raio R > 0 sao tangentes externamente duas a duas, de
forma que seus centros formam um tetraedro regular com arestas de comprimento 2 R.
Determine, em funcao de R, a expressao do volume do tetraedro circunscrito as quatro
esferas.

52. (Ita) Seja uma piramide regular de base hexagonal e altura 10 m. A que distancia do
vértice devemos corta-la por um plano paralelo a base de forma que o volume da piramide
obtida seja 1/8 do volume da piramide original?

a) 2 m.
b) 4 m.
c) S m.
d) 6 m.

e) 8 m.

53. (Fuvest) Um bloco retangular (isto €, um paralelepipedo reto-retangulo) de base
quadrada de lado 4 cm e altura 20 V3 cm, com g de seu volume cheio de agua, esta

inclinado sobre uma das arestas da base, formando um angulo de 30 ° com o solo (ver
secao lateral a seguir). Determine a altura h do nivel da agua em relacdo ao solo.
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54. (Ita) A aresta de um cubo mede x cm. A razao entre o volume e a area total do poliedro
cujos veértices sao os centros das faces do cubo sera:

V3
a) 5 Xcm

b)gxcm

V3
C) — x cm
6

d)?xcm

V3
e)?xcm

55. (Ita) As dimensobes X, y, z de um paralelepipedo retangulo estdo em progressao
aritmética. Sabendo que a soma dessas medidas € igual a 33 cm e que a area total do
paralelepipedo € igual a 694 cm?2, entdo o volume deste paralelepipedo, em cm3, € igual:

a) 1.200
b) 936
c) 1.155
d) 728
e) 834

Gabarito

Resposta da questao 1:
[B]

O volume do prisma é dado por:
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—
xlxz
XX, 7
X X,
V _ X3X4'X5Xe XX = X1X2X3X4X5Xe
R 172 = 2
Das relacoes fornecidas, obtemos:
4% = 6 32 =5
(le)X3 — 6 (BXZ)X4 — 5.X'4
(2x1x3)x5 — 6X5 e (SXZJC4)X6 — 7x6
2x1x3x5 — 8 3x2x4x6 — 9
X1X3X5 = 3 XXy Xg = 2
Logo:
- X1X3x5 * xZX4X6 _ 3 2
y 2 S22
V =3m3
Resposta da questao 2:
[D]
Seja P a projecao do ponto D no plano da base do prisma. No triangulo DPM, temos:
tg60° = DP
M
12
\/§ e
PM
PM = 4V3cm
Sendo assim, o lado do hexagono regular da base vale:
20 =43
£ =2V3cm

E a area da base vale:

L _ 683 _6(2v3)"V3
4 4
A = 18V3cm?

Logo, o volume do prisma € igual a:
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V=A-h=18V3 12
oV =216V3cm3

Resposta da questao 3:
[D]

Dos volumes da piramide e do cone, obtemos:

SuperProfessor®

Calculando o volume do paralelepipedo, chegamos a:
V=a?h,+h;)=a* h,+a® h,

48
V= (15 +—)m3
i

Resposta da questao 4:
[BI

Da condicao de equilibrio, obtemos o volume submerso da embarcacao:
P=F
mg = dVVsupg
16000 - 103 = 103V,
Veup = 16000m3
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Por semelhanca entre os triangulos ABC e ADE, temos:

h _4d = d =5h
10 50 B
Logo:
Sh-h
TthO= 16000
h? = 64
~ h=8m

Resposta da questao 5:
[B]

De acordo com as informacodes do problema, podemos representar o prisma da seguinte
forma:
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>

10 cm

apooo

SuperProfessor®

Calculando, inicialmente, a area da base, temos:

1
Ap=20-10-5en30° = 4, = 200 -5 = A, = 100cm”?

A altura sera dois tercos do perimetro da base:

2
ho=3(20 +20+10 +10) = h = 40cm

Logo, o volume sera dado por:

V == Ab . h
V =100-40
V =4000cm3

Resposta da questao 6:
[A]

Da igualdade entre os volumes do prisma e da piramide, obtemos:
Vascperer = Vaepl
24pcp - CG = % - Agep - CL
CL =6CG

Por semelhanca de volumes, obtemos a relacao procurada:

v GL\' [6CG-TG\ /(53
Yok _ (GL) _ (OLL T EH =<_>
VeepL (CL) < 6CG > 6
. VG]KL _ 125
“Veepr 216

Resposta da questao 7:
[E]
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Adotando os eixos coordenados como na figura abaixo, temos:

A
Al BL(0,13,1) B
D, (113, 0,1)
D C
F
E >y
H
H,(, 203,00 ©
X :

2 2 2

DlBl=\/(%—0) +<0—%> +(1—1)2=%
D1H1=\/(%—1)2+(0—%)2+(1—0)2=1_

2

B1H1=\/(0—1)2+<%—23—1> +(1-0)2=

—_
wﬁl w|S
O ~

Como .B1H12=D1B12+D1H12, o triangulo D1B1H; € retangulo em D;. Portanto, a sua
area vale:

N2 IV17
4 =D1B1‘D1H1=T' 3
B1D1H; 2 2
1%\/34
AB1D1H1 = Tu a.

Resposta da questao 8:

Da figura abaixo, obtemos:
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x-2V3=2-22
X = 7 =3

E a area da projecao ortogonal (hexagono regular) vale:
V3 (2V6)" V3
= 6 - = 7

A=
6 4
A =4V3u.a

Resposta da questao 9:

[A]

Como as medidas dos lados das bases e a altura do tronco da piramide formam uma PG,
entdo, {a, aq, aq?l com q E N - g € {1,2,3,...} e a €] %, 2[- 1,5 < a < 2. O volume do tronco de
piramide € dado por V = g (AB + ./ Ag - Ap + Ab) e a area de um hexagono regular € Ag =
3-L2+3

. Calculando as areas das bases e substituindo o valor do volume fornecido pelo

a®-q%+3
2

enunciado, temos 126 = (g% + g + 1). Com isso, vamos isolar a3 na equacao obtida

e analisar possiveis valores para ‘q’ que respeitem a condicao imposta ao valor de ‘a’,

] 3 252 _ 3
assim, a° = —————. Testando q = 1, temos a° =
’ V3-q2:(q?+q+1) 1 ’

252 3 (84
— > a= |[—=~=3,63...
V3-12-(1241+41) V3 ’

252 Y
V3:22.(22+42+1)

o que nao satisfaz a condicao inicial. Testando q = 2, temos a3 = = |5

V3~173...0 que satisfaz a condicao inicial.

Assim, a sequéncia das medidas dos lados € dada por Para obter a medida do angulo,
devemos relacionar o cateto adjacente ao angulo desejado, que € formado pelo apotema
da base maior com o lado da piramide e o cateto oposto, que € a medida da altura do
tronco. Considerando M a medida do apotema da base maior e ‘m’ a medida do apotema
da base menor, temos {V3,2V3,4V3}. Para obter a medida do angulo, devemos relacionar o
cateto adjacente ao angulo desejado, que € formado pelo apotema da base maior com o
lado da piramide e o cateto oposto, que € a medida da altura do tronco. Considerando M
a medida do apotema da base maior e ‘m’ a medida do apétema da base menor, temos M —
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m=2v3 -?—\/? .ﬁzi’ que € a medida do cateto adjacente. Utilizando a relacao de

2 2
tangente de 6, temos tg(f) = 4T\_/§ = Sgﬁ %5)

2

, portanto, 6 = arctg(

Resposta da questao 10:
[C]

Sendo m e n, respectivamente, os lados dos quadrados da base maior e menor, temos:

m? =441 =>m = 21cm
n? =64 =n=8cm

Vista lateral do tronco de piramide, com a sendo o valor do lado do quadrilatero formado:

B A

! 3h

: a

£ i N

| 8 D a- E

l 2

: 2h

I

I

1
8 B 21-8_13 C

. 22

21

Fazendo semelhanca entre os triangulos ABC e ADE, chegamos a:

a—38

) _3h a—8_3 . 40 = 39 _79
13 ~5n° 13 5 AT EsImasam
2

Portanto, a area x vale:

—cm = cm

(79 )2 6241
X = =
5 25

Resposta da questao 11:
[D]

Lado do cubo:
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6L% =96

L=+16
L=4cm
Raio da esfera:
2R =4
R =2cm
Portanto, o volume da esfera vale:
4
V==m- 23
3 T
- 32 5
=3 mem

Resposta da questao 12:
[A]

Do tetraedro descrito, podemos concluir que:

AD = BD = 4cmeADC = 60° = AB = 4cm
—_2 —_

42 =AM + 22 = AM = 2v3cm

-2 -

CM =32422=CM=+13cm

Volume do tetraedro:
DC v =
> =

4-3
e 2\/§ = VABCD = 4\/§Cm3

oo

Vagep =

W] =

1
3
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Area do triangulo ABC:

—— ) —_—
52=CN +22=CN=+2lcm

AB-CN 4-+21
AABC = 2 = 2 = AABC = 2V21cm2

Sendo d a distancia procurada, devemos ter que:
1 1

§.AABC.d:VABCD:>§'2V21'd:4\/§

6V7
o d = Tcm

Resposta da questao 13:
[D]

Arestas das caixas A e B:

ai=V=a,=VVdm
al =4V = agz = V4Vdm

Razao entre as areas das bases das caixas B e A:

@—(a_’?f— 3_V = 3[04

Ay \ay %4
AB 3

— =232
Ay V2

Resposta da questao 14:
[C]
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Temos que:

cosa = —0,6(90° < a < 180°)

sena =+/1—-(—0,6)>=0,8

S 08 4
=706 3

tg180° — tga 4
tg(180° — ) g g =—tga=§

A altura h da piramide é dada por:

Resposta da questao 15:
[A]

Da figura abaixo, obtemos:
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1+ tg180°tga

tg(180° — a) = 115
4_ h

3 115
~h=153m
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. 422
===
EO =/82 —42 = 4/3
— = av?2
O=Fo==
_ av?
AF =4 ——=

Por semelhanca entre os triangulos AF’F e AEO, vem:
F'FAF =EO AO h4-a22=434h=43-a62

Volume do prisma:

aVé6 a®V6
V=a2h=a2<4\/§—7> = 4/3a? - 5
Para que tenhamos o volume maximo:
a6\
(4\/§a2 - ) =0
3a%\/6
8v3a — S—=0
82
‘T3

Logo:
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2 3
8v2 8v2\ 6
Viax = 4V3 - — L
3 3 2

128 10242 6

9 27 2

y o _512¥3 1024V3
max = g 27
512v3

Resposta da questao 16:
[D]

Aresta da base da piramide:

ra| =
At

A altura da piramide equivale a metade da diagonal do cubo. Logo:

V3
H:i
2

Através da vista lateral da piramide inscrita na esfera, temos que:
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R? = (H - R) + a?
, <N§>2 26M3R <N§)2
R? = - +R2+ (==

2 2 2
342 £?
0 —T—f\/gR'F?
542
{’\/§R =T
o 5Y3¢
12

Resposta da questao 17:
[E]

Considere a figura.

Tem-se que o ponto médio de AE € o centro do circulo circunscrito ao octogono ABCDEFGH.

Assim, temos GO = HO = 32—2 = 16cm e GOH = %00 = 45°.

A area do octogono ABCDEFGH € dada por
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1 — — .
8- (GOH) =8GO -HO - senGOH

1 V2
=8.--.16-16 - —
2 2

= 512v2cm?2.

Em consequéncia, o volume da embalagem ¢é igual a

512V2 - 4 = 2048v2cmS.

Resposta da questao 18:
(Al

Do enunciado, temos:

Sendo V, e V,, respectivamente, o volume da bebida e do copo, por semelhanca, vem:

2-(5)
v. \9 8\> /9—h\’
¢ 3:1—<—> =(—> = h=9-3217 = 2,99
VC—V,,_(9—h> 9 9
. \ 9
Sendo assim:
29<h<30

Resposta da questao 19:

Da figura abaixo, com C sendo o centro da esfera, obtemos:

POLITANO APROVA ¢ PROF. YURI POLITANO politanoaprova.com.br « 34/60



taf = r o a _r(R+r)(I)
PR —2 R+r R 12
R=r2+|aV2)2>a= 2;7”2(11)
Fazendo (1) = (II):
r(R+71) 2_ R% — 12 r?(R+1)?  (R+71)(R-7)
(m) = 2 "REDR-1) 2 =z

R
:>(R—r)2=2r2:>R—r=r\/§:>R=r(1+\/§):>;:1+\/§

Sendo assim, a razao pedida vale:

e (B) =4 va) =320

4772 r

Resposta da questao 20:
[A]

Do enunciado, temos:
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Aplicando a lei dos cossenos dos tridangulos ACD e ABD, obtemos:
AC =AD +CD —2AD-CD - cosp
AC =b®+a?— 2abcosp
BD =AD +A4B — 24D -A4E - cos(180° — )
BD =b%+a%+ 2abcospf

Como AC = BH, temos que:
BH =EBD +DH
b? + a? — 2abcosP = b? + a? + 2abcosf + DH'
DH = 2,/—abcosf

Sendo assim, o volume do paralelepipedo é dado por:

V = Appep - DH

1
V=2 B absenf - 2,/—abcosf
~ V = 2absenf3\/—abcosf

Resposta da questao 21:
[D]

Do enunciado, temos a seguinte figura:
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No triangulo VMC,
V38 =12 + (VM)?

VM = V37
No triangulo VHM,
2
V37 = (VH)? + 12
VH =6

Note que:

TVO =MVH =«
VITO = VHM = 90°

Logo, VTO e VHM sao triangulos semelhantes.

Dai,
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V37
V37-R=6—-R
R-(WV37+1)=6

6
R=——
V37 + 1
6 V37 -1

R:x/ﬁ+1'\/ﬁ—1

R=6.(\/3__1)2—12
V37

6-(V37 1)
36

V37 -1

AL

R =

Resposta da questao 22:
[C]

Sendo x, em cm, a medida da aresta do cubo cujo volume € igual a 19.683c¢m3, tem-se que:

x3 = 19683
x3 =273
x =27cm

Dai, o cubo que gerou o objeto de decoracao, € o cubo abaixo:

D C
' oriE_—
e 27
A e i
' 27 B
:
1
et EEEE S G
-
.~ 27
E 27 F

No triangulo ABC,
(AC)? = 272 + 272
AC = 27V2cm

Vamos analisar o tronco e o paralelepipedo reto-retangulo abaixo.
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M

32

i a

" 1a L

1

I

I

1

I

1

I

R
,’x a

No triangulo KLM, segue que:

(3V2)? = a? + a®
2a% =18
a = 3cm

Assim, o volume do paralelepipedo é:

%4

— 22 _ 3
paralelepipedo — 3“-9=8lcm

No triangulo OPQ, segue que:

(9V2)" = b? + b?
812 = 2b?
b =9cm

O tronco foi gerado pela seguinte piramide:

5

jfﬁ\\

1
P ]
¥ !
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Os triangulos SKM e SOQ sao semelhantes, logo,

X _3\/7
x+9 92
X _1
x+9 3
3x=x4+9

_9
X=3

Entao, o volume do tronco é dado por:

1 ) 9 1 ) 9
Vtronco:§'9 '(9+§>_§'3 E
729 27

tronco — > >

Vironco = 351cm®

Portanto, o volume do sélido retirado é:

Vsélido retirado — 2 Vtronco + Vparalelepip edo
Vsélido retirado = 2 * 351 + 81

—_ 3
Vselido retirado = 783cm

Finalmente, o volume do objeto de decoracao é dado por V, onde V € igual a:

V' =19683 — 783
V =18900cm3
18900 €]18.400,19.000]

Resposta da questao 23:
[D]

Do enunciado, seguem as figuras:
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B 1

No triangulo AMC,
tg75° = h
972 71

tg(30° +45°) =h
tg30° +tg45"
1—1tg30°-tg45°
V3

1-3-1

2+V3=nh

Note que os triangulos BMD e CMD sao congruentes (caso LAL), logo, BD = CD.
Dessa forma, os tridangulos ABD e ACD sao congruentes (caso LLL).
Portanto, a area total do tetraedro é dada por:

Stetraedro = 4 - Sapc. onde Sypc € a medida da area do triangulo ABC.

Entao,
1
Stetracdro = 4 * E 2.2+ \/§)
Stetraedro = 4+ (2 + \/§)

Resposta da questao 24:
[C]

Considerando que x e y sdo as medidas das arestas destes cubos podemos escrever que:

x2=3=>x=+3
y2=9=y=3
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Portanto, a razao entre os volumes sera dada por:
3

3
3 3
y
Resposta da questao 25:
[C]

As medidas das arestas do prisma sao, em centimetros,
x,2x e 4x
Dai, como sua area total é 28cm?,

2(4x? + 2x? + 8x?) = 28
x?=1
x=1

Logo, as arestas do prisma tém medidas iguais a 1cm, 2cm e 4 cm, logo a medida (d) de sua
diagonal é:

d=+1%+2%2+42

d =+v21lcm
Resposta da questao 26:
[D]
Do enunciado, temos:
B _C
i :
AL - i
- | D
< Fi,
e I A G
3 &
4.-’
E 5 ) H

Como ABCDEFGH é um paralelepipedo retangulo, AFEH,HADC,CGFHe FABC sao
tetraedros trirretangulares.

Varen = Vaapc = Veern = Vrase = Va
V, = 11 3:4-5=10
1732 -
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Sendo Vo volume do tetraedro ACFHe V,0 volume do paralelepipedo.

V=V2_4"V1
V=3-4-5—-4-10
V =20cm3

Resposta da questao 27:
[A]

Do enunciado, temos:

MM = 2

No triangulo CNM,
(CM)? =22 + 22

CM = 2v/2
No triangulo CMA,
2V2
sen60° = i
?
2
V3

No triangulo ACN,
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4\/52_ 2 2
(f) 224N
32
?—4=(AN)2
anyz =22
(AN)? = 5
AN = 20
=3
N
AN="T
a2 Y20 V3
BCRRE]
V60
AN ===

Resposta da questao 28:
a) Dos triangulos retangulos ACO, BCO e ABO obtemos, pelo Teorema de Pitagoras,

. —2 —2 —2 —2 —2 —2
respectivamente, AC = A0 +CO ,BC =B0O +C0 eAB? =A0?+ B0?Z.

Além disso, temos

Em consequéncia, do triangulo ABC, pela Lei dos Cossenos, vem

AB =AC +BC —2-AC -BC - cosACB <
] —— 2 p— J—) p— ) E E
AO + BO =A0 +CO0 +BO +CO —2-——-

- CoSACB &
cosa cosf

cosACB = cosa - cosp.

b) Considere a figura, em que O € o centro da Terra, A € o ponto de latitude 0° e longitude
0°, B € a projecao ortogonal de A sobre a reta que passa por O e pelo ponto de latitude 0°
e longitude 45° oeste e P € o ponto de latitude 45° sul e longitude 45° oeste.
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Como B também € projecao ortogonal de P sobre a reta que passa por O e pelo ponto de
latitude 0° e longitude 45° oeste, segue que o tetraedro OBPA corresponde ao tetraedro do
item (a). Logo, sendo BOP = 45°e B0 A = 45°, temos

1
coSAOP = cos45° - cos45° = 7

Portanto, vem AOP = 60° = grad e, assim, o resultado € dado por g - 6000 = 2000km.

Resposta da questao 29:
[C]

Do enunciado, temos a seguinte figura:

-

T fm——
(LNt

BG = 32
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O solido pode ser aproximado por dois cones retos e um cilindro reto.

AG = 3V3

Note que ABGH é um retangulo. Dai, no triangulo retangulo AGB, segue que:

Dai,

Logo,

Resposta da questao 30:
[A]

Calculando:
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3V2-3=3V3-r
3V2 =37
3v2
r=———
V3
3v2 V3
r = — . —
V3 3
36
=73
r=4v6
2
2=h*+6
9=h%+6
h? =3
h =43
2h+a=3V3
2V3+a=3V3
a=+3
1
V=2 3T m-r’-h+m-r*-a
1 2 2
V=2 § 7-v6 V3+m-V6 -3
V = 431 + 6V3m
V = 10V3rn
V = 54,4cm3
36 <V <55
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10mV3 1 10 1 30
==-nmR* V3>—=5-R*>R=—
3 7 3
¢ = R(hexagono regular)

Piramide — 4" = RV3(cone equilatero)

Cone -

V= ! B-h
K
1 1 R%*/3 18 30 3 30 90 45
V=g Bh=3 6 RB=f o= o= oV=7
Resposta da questao 31:
[B]
{___.--"'f------ - o o
|'lll l"‘_H .I'l
|' i _"."__ . . \
- \ .
........... LT T
4

O raio da esfera sera a metade da diagonal do cubo:

2a-V3
R = >

— a3

A probabilidade sera dada pela razao entre o volume do cubo e o volume da esfera.
P_(Z-a)3_ 8-a>  2a* 2 2-V3
%.n.R3 %.n.(a\/g)B m-a®-V3 m-V3 3w

Resposta da questao 32:
[D]
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a b a = 6k
6 4 c =2k

Portanto,

6k + 4k + 2k =36 > k = 3.

O volume da piramide sera dada por:
_b-c-a 12-6-18

V= = =432
3 3

Resposta da questao 33:
[A]

No triangulo ABC,
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2p =13+ 14+ 15

2p = 42

p=21

Sapc =+/21-(21—13) - (21— 14) - (21 — 15)
Supc =V21-8-7-6

SABC = 84cm2

Por outro lado,
13-14-15
1

Sapc = ar 0go,
13-14-15
ga=_— "
4r
4 1371415
Y
4 13115
"TT %
b 1375
T
65
"T3

Como o volume da piramide é 105v22c¢m3,
1
105v2 =§-84-h

105v22 = 28h
105v/22
- 28
" 15v22
4

No triangulo VOC,
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2 =12 + h?

2 (ﬁ)z . <15\/ﬁ>2

N

8 4
{,z_<5-13)2+ 5.3v22\"
\4-2 4
, 52-132 52.32.422
Cep ot &
, 52132 +22.52.32.22
o= 42 22
, 52-(132+22-32.22)
o= 47 22
,  52-961
Oy
,  52.312
e
Como £ > 0,
52 . 312
t= 42 . 2
5-31
42
,_ 155
= 3 cm

Resposta da questao 34:
[E]

Sejam a,b e C as medidas das arestas do paralelepipedo.

@b L 4= 3k b= 4kec = 5k
3735 T AT b= ARec= ok

3k+4k +5k=48= 12k =48=>k =4

Portanto, a = 12cm,b = 16cm e ¢ = 20cm.

Entao, a area total sera dada por:

Ar=2-(12-16+ 1220 + 16 - 20) = 1504cm?
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Resposta da questao 35:

[B]

sen’x 1 sec?x

31
1 cos?x 0 = sen?x - cos?x -1 —sec’x-cos?x-1—1=——
16
1 0 1
, ,_ 31,16 (sean)Z 31,16
. - . = —_—— —_— — [ — R
(senx - cosx)* — (secx - cosx) TRET: > TR
(sen2x>2 31,16 16 oz by 2 by L
= —— —_ > = — > = — > = —
5 TRRTRRT: (sen2x) 16 sen2x 2 sen2x >
s
2x = 30° =15"=—
X - X 1
B-h 1 6-¢2-43 T 6-¢2 n 4 T
[ N [ — = — 2:— = —_—
V=g oV=g =g = P =T

Observacao: Seria possivel uma segunda solucao atendendo a condicao de x no primeiro
quadrante, que seria x = 75°, porém nao ha alternativa de resposta para esse valor de X.

Resposta da questao 36:

[A]

Desde que BCA =30° e AB = ﬁ, temos CAB = 30°. Em consequeéncia, vem ABC = 120° e,
portanto, a base da piramide € um hexagono regular de lado 4. Desse modo, sendo h = 3¢
a altura da piramide, seu volume € igual a

13643, _36V3
2 o2

Resposta da questao 37:

[B]

Volume do prisma 1:

Prisma 1 Prisma 2

- T

a+?

6-a%v/3-h
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6-(a+2)%V3h

Volume do prisma 2: 4

Aumento do volume: V, —V; = 633 - (a + 1) - h = 108(])

V3
3

% = h = aV3(II)

Substituindo (II) em (I), temos:

6vV3-(a+1) aV3 =108
18(a%? + a) = 108
a’+a=6

Resolvendo a equacao do segundo grau, temos a = — 3 ( nao convém) ou a = 2.

a = 2cm = h = 2+/3cm, portanto, o volume do prisma 1 sera dado por:

_6-a*V3-h _ 6-22/3-243

— 3
fl 2 2 36cm

Resposta da questao 38:
[B]

Com os dados do enunciado, pode-se desenhar:
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Analisando o triangulo VOC, pode-se escrever:

WZZ(Z@)Z“L(M) —12+4=VC=4

Como o segmento AC também ¢é igual a 4, conclui-se que o triangulo ACV é equilatero.

Assim, a distancia do ponto A a aresta lateral VC é igual a altura h de um triangulo
equilatero de lado 4 (segmento azul da figura).

Logo,

4/3
h=—=2V3

Resposta da questao 39:
[A]

NotriénguloVOM:R2+\/§2=32:R=\/Z:R=2ea=1
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No triangulo VOM: m? = V5 + 125 m =16

O triangulo AMV é isosceles de base VM (AM = AV = 3)

2
Logo,d2+(ﬁ) =R sd= [9-25q="2
2 N 2

Resposta da questao 40:
[A]

2
x2 +y% =410

2
x2 4+ 22 =17
22 4 y? = 52

Fazendo (1) + (2) - (3), temos:

2x2=2>x=1,y=3ez=14

Portanto, o volume do solido sera dado por:
4.3.1

1 z-y 2
—32x 6—cm

|4
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Resposta da questao 41:
[BI

Considerando x a medida da aresta da base, y a medida da aresta lateral, temos:

A area lateral é 75% da area total: 6xy = 75% - Ay

A area da base é 12,5% da area total: 643 =12,5% - Ar
6xy _ 75%-Ar _y _3V3
(X’ V3 125%-Ar x 2

4

Resposta da questao 42:
[D]

................................

Na figura, temos AE = CD = L - /3 (diagonal do cubo) e AB = BC = Lzﬁ (metade da diagonal
do cubo).
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Aplicando o teorema dos cossenos no triangulo ABC, conseguimos determinar o cosseno
do menor angulo formado pelas diagonais do cubo.

LZ_@)Z(@)Z_Z.@.@.COS
2 2 2 2
L2=2-3.L2—2-3'L2-cost9

4 4

4.1 =6-1>—-6-1%cosh
6-L> cosf =212
1

1
cosO = 3 >0 = arccos§

Resposta da questao 43:
[D]

Allura do tnangulo
equilitero da face

2
d2+(5)2=<a\/§> o= Ty 22 a2
2 2

Resposta da questao 44:
[B]

1 6V 3

Volume da piramide hexagonal: Vy = 3 -6 = 15v/3cm®

Lados da base da piramide retangular: sen60° = Z o B_2 ©x=+v15

60~

Volume da piramide retangular: Vi = § v/5-4V15-3 =5V3
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Portanto o volume do sélido todo sera V = 15v3 + 5v3 = 20v/3cm3

Resposta da questao 45:
[E]

Aresta da base a = 103—\/§§ =5

Por semelhanca de triangulos, temos % = g < r=10/3cm

12

Resposta da questao 46:
[B]

Considere a figura abaixo, em que O & o centro da base da piramide.

S — o -2
Como “F=F" =l segue que -
Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo VOE 5btemos

ﬁz =ﬁz-ﬁz rﬁ:'[E-%z

Desse modo, a distancia do ponto ¥ a face ABCD ¢

°|&

E-I- |":|"‘ J§+2 |
2 2 !
A superficie total do solido € dada por
E j =
4 {VEF)+5 {ABCD) =4 i b5 -2

=(2(f3 +5).
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Resposta da questao 47:
[D]

O baricentro divide a mediana na razao 2 para 1

Seccao transversal = quadrado (maior) destacado

A 2k\* A 4 4
sec =(_) o sec=_=)Asec=_
Apase  \3k 1 9 9
. . 1 2
Areapedida = EAsec =3
Area pedida
Resposta da questao 48:
a-L
L
avz
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a—L LV2
a _a\/i

2
a—L 2L

a
=—oa’—-a-L=2alead*-3al=0=L=—
a a 3

Resposta da questao 49:

[BI
MD = MC = 2
ND = '
V3\ (1Y’
(7) =(3) + @y

MN = 2

2
Logo a area pedida é A = %g% =? cm?

A
I
B
C
N
D

Resposta da questao 50:
[B]
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Resposta da questao 51:

Sendo h a altura do tetraedro regular t cujos vértices sao os centros das quatro esferas, H
a altura do tetraedro regular T circunscrito a elas, L a medida de cada aresta de T e V o
volume do tetraedro T, tém-se:

19)h=2R+6 /3
20)H/4=h/4+Re© H=h+4R Assim: H=2R V6 /3 + 4R H=2R (V6 +6)/3
30 )H=L+6 /3 Assim: 2R (V6 +6)/3=L+/6 /3o L=2R (1 +6)
40)V=L3yJ2/12=2R(1++6)]3.V2/12©V=2+/2(1++/6)3R3 /3
Resposta da questao 52:

[C]

Resposta da questao 53:

21 cm

Resposta da questao 54:
[BI

Resposta da questao 55:
[C]
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