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QUESTAO 1

Enunciado

Sejam n e m numeros naturais. Sabe-se que n vale 5621 na base numérica m e 1208 na base
numérica m + 5. O valor de n é:

(A) 2020
(B) 2022
(C) 2024
(D) 2026
(E) 2028

Analise da questao

Assunto Sistemas de numeracao

Ideia central Representacdo de um mesmo nimero natural
em duas bases distintas.

Estratégia Estabelecer as restricoes sobre as bases,

converter os numerais para a base decimal e
resolver a equacao obtida.

Resolucao comentada
1. Restricoes sobre a base

Para que a escrita (5621),,, faca sentido, todo algarismo deve ser menor que a base; o maior
algarismo ¢é 6, logo

m > 7.

Para (1208),,. 5, o maior algarismo é 8, o que exige

m-+952>9,

isto é, m > 4 — condicdo mais fraca.

Portanto, a restrigao efetiva é



2. Equacao em m

Escrevendo os dois numerais na base decimal:

n=>5m3+6m?+2m+1. (1)

n=1-(m+53+2-(m+5*+0-(m+5)+8 (2

Expandindo (2):

(m +5)3 = m? + 15m? + 75m + 125,

2(m +5)% = 2m? + 20m + 50,
logo
n =m3+ 17m? + 95m + 183.

Igualando com (1):

5m3 + 6m? 4+ 2m + 1 = m?3 4+ 17m? + 95m + 183,

4m3 —11m? —93m — 182 =0.  (3)

3. Resolucgao da cubica

Pelo teorema das raizes racionais, uma raiz inteira divide
182 =2-7-13.

Testando m = 7:

4.343 —11-49—93-7— 182

= 1372 — 539 — 651 — 182

=0.
Logo, m = 7 é raiz e podemos fatorar:

4m3 —11m? — 93m — 182 = (m — 7) (4m? + 17m + 26) .

O fator quadratico tem discriminante

A=17%—4-4-26

= 289 — 416
= —127 <0,
portanto nao possui raizes reais.
Assim, a Uunica raiz real de (3) é
m =171,

que satisfaz m > 7.



4. Calculo de n

n=5-74+6-7+2-7+1
= 1715+ 294 + 14+ 1
= 2024.

Conferindo na outra base (m + 5 = 12):

n=1-1234+2-1224+0-12+38
= 1728 +288 +0+8
= 2024.

Verificacao confirmada.

Caminho alternativo

Como o algarismo 6 aparece em (5621),,,, temos m > 7. Além disso, (5621),, = 5m3+6m?+2m+1.

Se m > 8, entdon > 5m? > 5 -8 = 2560, maior que todas as alternativas propostas (a maior
é 2028). Logo, para que n esteja entre as respostas, a Unica base possivel € m = 7. Assim, n =
(5621), = 5-734+6-72+2-7+1 = 2024. A outra escrita confirma: (1208);, = 1234+2-122+8 = 2024.

Alternativa (C).
Comentario do professor

O cuidado inicial deve ser com a validade dos algarismos em cada base. A condigdo m > 7 nédo de-
termina a resposta, mas restringe o universo de solugées admissiveis. Encontrar m = 7 como raiz
da cubica nao dispensa a verificacao dos demais fatores e a substituicdao na segunda representagdo
de n.
RESPOSTA FINAL

n=2024 (m=7)

Alternativa (C).

QUESTAO 2

Enunciado

Considere os conjuntos

X = {xla Loy Xgy Ly, 1‘5}

Y ={1,2,3,4,5,6,7,8}.

Quantas fungoes injetivas f : X — Y existem, tais que, para dois elementos previamente fixados
r,ex; € X,

\f(x) = f ()| # 17

(A) 4800
(B) 5040
(C) 5880
(D) 6480
(E) 6720



Analise da questao

Assunto Andlise combinatéria

Ideia central Contagem de funcgoes injetivas sujeitas a uma
restricao entre as imagens de dois elementos
fixados.

Estratégia Contar todas as injegoes e subtrair aquelas em

que os dois elementos fixados possuem
imagens consecutivas.

Resolucao comentada
1. Total de funcgoes injetivas

Uma fungdo injetiva f: X — Y, com

X|=5 e |Y]|=35,
corresponde a um arranjo de 5 elementos escolhidos entre 8:
Ntotalz A8,5

=8-7-6-5-4
= 6720.

2. Contagem do complementar

Contemos as injegcoes em que

‘f($z> - f(xj>| =1,
com z,, z; fixados.
Escolha do par ordenado (f (z;), f (z;)):

Os pares de inteiros consecutivos em {1, ..., 8} s&o

{]" 2}’ {27 3}7 {37 4}’ {47 5}7 {57 6}’ {6’ 7}7 {7’ 8}7
isto é, 7 pares nao ordenados.

Como x; e x; sdo posicbes distintas e fixadas, cada par gera 2 atribuicées ordenadas:

7-2=14

possibilidades.
Escolha das imagens dos 3 elementos restantes:

Sobram
8§—2=6
valores em Y, e devemos distribui-los injetivamente entre 3 elementos de X:

Logo,

N,

ruim

= 14 - 120 = 1680.



3. Resultado

N= 6720 — 1680
= 5040.

4. Verificacao numérica

Verificagao por forga bruta: enumerando todas as 6720 permutagoes de 5 elementos tomados de
Y, obtém-se exatamente 5040 com

|f (z1) — f(z0)] # 1.

Caminho alternativo
Contagem direta dos pares nao consecutivos

Em vez de contar todas as fungoes injetivas e retirar aquelas que nao satisfazem a condicao, pode-
mos construir diretamente as funcoes admissiveis.

Inicialmente, devemos escolher as imagens dos dois elementos fixados z; e ;.

Considere dois numeros distintos a,b € Y, com

a < b.

A restricao do problema exige

b—a > 2.
Para contar esses pares, utilizamos a transformacao
(a,b) = (a,b—1).
Como b — a > 2, temos

1<a<b-—-1<T7.

Portanto, a quantidade de pares ndo ordenados de niimeros nao consecutivos em Y corresponde
a quantidade de pares distintos escolhidos entre os nimeros de 1 a 7:

(;) = 21.

Como z; e x; sdo elementos distintos e previamente fixados, cada par admite duas distribuicoes

J
de suas imagens:
7
2 (_) — 42,
2
Restam trés elementos de X, cujas imagens devem ser escolhidas injetivamente entre os seis
valores ainda disponiveis de Y:

Pelo principio multiplicativo,



7

=2-21-120
= 5040.

Assim, recuperamos diretamente o resultado:
N = 5040.

Comentario do professor

Os elementos x; e x; ja estdo fixados: ndo devemos escolher novamente dois elementos de X.
Além disso, o par de imagens é ordenado, pois atribuir3ax; e a x; produz uma fungéo diferente
daquela que inverte essas imagens. Essa distingao explica o fator 2 presente nas duas resolugoes.

RESPOSTA FINAL
5040 funcoes

Alternativa (B).

QUESTAO 3

Enunciado

O polinémio P(z), de grau 3 e coeficientes reais, satisfaz a identidade

P(x)— Pz —1) =22

para todo x € R, e, além disso,

P(0) = 5.

O valor de P(10) é:

(A) 380
(B) 385
(C) 390
(D) 395
(E) 400

Analise da questao

Assunto Polindmios e somatoérios

Ideia central Uma identidade envolvendo diferencas
sucessivas de um polinémio permite recuperar
a variacao de seus valores por meio de uma
soma telescépica.

Estratégia Aplicar a identidade aos inteiros de 1 a 10,
somar as igualdades e utilizar P(0) = 5. A
determinacdo explicita de P(z) confirma o
resultado.




Resolucao comentada
1. Solucao por telescopagem

A identidade

Pk)—P(k—1) = k?

vale para todo real, em particular para

Somando:

NgE
o
i
—~
&y
~—
I
i
—~
o
I
—_
=
I
T
[\

k=1 k=1

O lado esquerdo ¢ telescépico e vale

P(10) — P(0).

O lado direito é

10
10-11-21
Zk:2:—:385.

k=1 6
Portanto,
P(lO): P(O) + 385
=5+ 385
= 390.
Assim,
P(lO) = 390.

2. Determinacao explicita de P (confirmacao)
Escreva

P(z) = ax® + bz? + cz + d.
Entao

P(z) — P(x — 1) = 3az* + (—3a + 2b)z + (a — b+ ¢).

Igualando a z2:

3a =1,
—3a + 2b =0,
a—b+c=0,



o que da

1 1 1
a 3 >’ & 5
De P(0) = 5 vem
d=75,
ou seja,
3 2 z(x+1)(2x 4+ 1)
Pz)=—+—+ = = 5)
(x) 3 + =+ 5 + 6
Logo,
10-11-21
P(10)= 6 +5
=385 +5
= 390.

Verificagcao confirmada.

Comentario do professor

O enunciado n&o exige a determinagéao de todos os coeficientes de P, mas apenas o valor de P(10).
A telescopagem evita esse trabalho: os termos intermediarios se cancelam, restando somente
P(10) — P(0). A condigéo inicial fixa a constante que ndo poderia ser determinada apenas pelas
diferencas sucessivas.

RESPOSTA FINAL

P(10) = 390
Alternativa (C).
QUESTAO 4
Enunciado
Sejamm € Ze
rm $m+2 xm+4
m m+2 m+4 | — i_i i_i i_i
L™y y"Ul=ls -3z 3 3 2 )
amo ,mt2 o mitd Yy xr z Yy X z

para quaisquer x,y, z € R*.
O valor de m é:

(A) —6
B) 4
(C) -2
D) 2
(E) 4



Analise da questao

Assunto Determinantes e Vandermonde

Ideia central Reconhecimento de um determinante de
Vandermonde e comparacao entre expressoes
algébricas que representam o mesmo produto.

Estratégia Colocar as poténcias comuns em evidéncia nas
linhas do determinante, fatorar o produto de
Vandermonde e comparar as poténcias de xyz
nos dois membros da identidade.

Resolucao comentada
1. Lado esquerdo

Colocando x™, y™ e 2" em evidéncia nas linhas 1, 2 e 3, respectivamente:

1 22 2t
D=gamymz" |1 g2yt
1 22 2

O determinante restante é um determinante de Vandermonde nas variaveis z2, y?, 22:

V= (7 ) (2 =) (2 g2).

—_
ST

Logo,

D= (xyz)" (y* —2?) (" —=2?) (2" —¢*) . (1)

2. Lado direito

Temos
1 r % — 2
? a2 x2y?
1 L y? — 22
22 Y2 - Y222
1 1 _ 22 — x?
2 22 x2z2

Multiplicando:

Observe que

(22— 12) (12 — 22) (22 — 22)
(= (" — )] [= (2" —9?)] (=" —2?)
(12 — 22) (22 — 22) (22 —y?) |



ou seja, o mesmo produto de Vandermonde que aparece em (1).

Assim,

E = (zyz)* (y? — 2?) (2% — 2?) (22 — y?) .

3. Comparacao

(2)

Comparando (1) e (2), e cancelando o fator de Vandermonde (nao identicamente nulo, pois a igual-
dade deve valer para quaisquer z, y, z € R*, em particular para valores com z2, 32, 22 distintos):

(zy2)™ = (vyz) ™"
para todo x,y, z € R*.
Consequentemente,
m = —4
4. Verificacao numérica
Com
r =1, Yy =2, z=3
e
m = —4,
ambos os lados valem
(4—-1)9—1)(9— 4)_ 120
14.24. 34 1296
9
54"

Verificacao confirmada.

Caminho alternativo

Uma solucao por homogeneidade

Podemos determinar o valor de m sem desenvolver o determinante e sem utilizar explicitamente

a formula de Vandermonde.

A ideia consiste em observar como os dois membros da identidade se transformam quando multi-
plicamos simultaneamente x, ¥, z por um mesmo numero real positivo .

1. Grau de homogeneidade do determinante

xm

D(z,y,z) = | y™

Ao substituir

z

Considere

m+4
m-+4 |
m+4

m+2
m+2
m+2

T

Y
z

T

Y
z

(z,y,2) = (tz, ty, t2),

10



podemos colocar

tm tm+2, tm+4

Y

em evidéncia nas trés colunas, respectivamente.

Assim,

D(tx, ty, tz)=t™ -t 2 .t D(z y, 2)
= 30D (2, y, 2).

Portanto, o determinante é homogéneo de grau
3am + 6.

2. Grau de homogeneidade do segundo membro Observe que

1 1 _ 2 ( 1 1 >
(ty)*  (tx)? y> %)’
O mesmo comportamento ocorre com os outros dois fatores.

Consequentemente, o produto do segundo membro é homogéneo de grau
—6.

3. Comparacao dos graus Como a identidade deve valer para quaisquer valores nao nulos de
x, 1, 2z, podemos escolher uma configuracao em que ambos os membros sejam diferentes de zero.

Nessa configuracao, a igualdade precisa continuar valida apdés a multiplicagcdo simultanea das
variaveis por qualquer ¢ > 0.

Portanto,
t3m+6 — t_6 .

Como essa igualdade vale para todo ¢ > 0, temos

3m +6 = —6.
Logo,
3m = —12
e, finalmente,
m = —4.

A fatoracao da resolugao principal confirma que esse valor efetivamente satisfaz a identidade pro-
posta.

Comentario do professor

Quando uma identidade algébrica deve valer para quaisquer valores das variaveis, vale a pena
investigar sua homogeneidade antes de desenvolver produtos ou determinantes. Neste problema,
comparar os graus dos dois membros determina m diretamente. Na resolugao por Vandermonde,
o cancelamento deve ser justificado escolhendo valores para os quais o produto nao seja nulo.

11



RESPOSTA FINAL

m=—4

Alternativa (B).
QUESTAO 5
Enunciado
Sabe-se que i = —1. Seja

1—22

y =

4—3i
e, para cada numero natural n,

SNk

Sn=_2)",
k=1

em que z representa o conjugado de z.

O menor valor de n para o qual vale a desigualdade

z— |22

1

é:
A5
(B)8
©)9
(D) 10
(E) 11

Analise da questao

S —

n

12|

2

2027

Assunto
Ideia central

Estratégia

Numeros complexos e progressao geométrica
O nimero complexo subtraido de S,
corresponde a soma de uma progressao
geométrica infinita convergente.

Determinar a forma algébrica de z, identificar
a soma infinita, calcular o médulo do erro da
soma parcial e encontrar o menor n que
satisfaz a desigualdade.

Resolucao comentada
1. Forma algébrica de z

Temos

12



Logo,

1—2i 4430
T 4-3i 4+3i
(1 —24)(4 + 3i)
16+ 9
4+ 3i—8i— 62

N 25
10— 5i
25
2—i

5

z

2. Identificacao do numero subtraido

Afirmamos que

¢ exatamente a soma da série geométrica infinita

De fato, como

a série converge e

S @

k=1

k=1
_Z
C1-z
Z(1—2)
(1—-2)(1—2)
 Z—2Z
1=z
_z2—#)?
=



onde usamos

1-2)(1-2) =

2z = |2]%.

11— 2|2

Portanto, a desigualdade proposta no enunciado equivale a

3. Calculo do erro

1

A soma parcial de uma PG de razdo z e primeiro termo z é

Logo,

Consequentemente,

Como

temos

Obtemos, portanto,

Assim,

1—z"
S =z
nTAF 2
E_En—i-l
T 13z
— —n+1l —
Z — z
S S_ = —
" o0 1—2 1—%
—n+1
T 132
|Z|n+1
S S_ | = )
1_2_1_24—2'_3—2
a 5 57
|1__z|::\/9—kl ::\/10
5 5
S —8 |_L<L>n“
e 10 5
_ 50.57L;rl
55"




V10
4. A desigualdade
Devemos resolver
5" 1
< —.
V10 2027
Equivalentemente,
525t 2027
v 10
Aplicando logaritmos,
1
In5 > In2027 — = 1n 10.
Numericamente,
In 2027 ~ 7,6143,
1
—In10 ~ 1,1513,
2
In5 ~ 1,6094.
Portanto,
n—1 7,6143 —1,1513
2 1,6094
~6,4630
11,6094
~ 4,016.
Logo,
n >9,032.
Como n é natural,
Nin = 10.

15



5. Verificacao numérica

Conferindo diretamente,

1
—— ~4,9334 x 1074,

2027
Paran =9,
574
Sog — S |= —
| 9 oo‘ \/m
~ 5,0596 x 1074,
Portanto,
1S9 — Scl #
9 Feel T on27”
Para n = 10,
574,5
Si0— S|lm —=
| 10 | \/E
~ 2,2627 X 1074,
Assim,
1
|S10 = Seol < 2027

Verificacao confirmada.

Caminho alternativo
Comparacao exata, sem logaritmos
E possivel determinar o menor valor de n sem recorrer a aproximacoes logaritmicas.

Inicialmente, observe que

241
z =
5
e
344> 2
|1—z|2—‘ Bk
5 5

Assim, o nimero complexo subtraido no enunciado pode ser simplificado diretamente:

Sk
=
|1 — 2|2 £
1

i

|
OTI[\)‘U!|+

1+

16



Por outro lado,

Portanto,
o L1+l ZznH
n 2 | | 1—z2
5"
V10
Como
1
0<—=<1,

V5

essa expressao € estritamente decrescente em n.

Basta, portanto, localizar a passagem pelo limite ﬁ.

Paran =9,

54 1
V10 62510

A desigualdade exigiria

62510 > 2027.

Entretanto,

6252 - 10 = 3906 250 < 4108 729 = 20272.

Logo, n = 9 nao satisfaz a condicao.

Para n = 10,
572 1
V10 625v/50°
Agora,
6252 - 50 = 19531 250 > 4108 729 = 20272,
Consequentemente,

625v/50 > 2027,

e a desigualdade é satisfeita.

Como o erro diminui estritamente com n, concluimos que

n... = 10.

min

O procedimento confirma o resultado utilizando apenas propriedades da PG, mdédulos de nimeros
complexos e comparacgoes algébricas exatas.

17



Comentario do professor

O principal cuidado desta questao estd em reconhecer que o nimero complexo subtraido é a soma
infinita da PG, e ndo um termo independente. O caso n = 9 é limitrofe: seu erro é aproximada-

mente 5,06 x 10~4, contra 4, 93 x 10~ do limite exigido. Arredondar prematuramente pode levar
a alternativa incorreta.

RESPOSTA FINAL

Npin = 10
Alternativa (D).
QUESTAO 6
Enunciado
Sabe-se que i2 = —1. Seja S a regido do Plano de Argand-Gauss definida por

S={ze€C||z+1—i|+|z—3—4i| <T7}.
Qual a area do retangulo circunscrito a regido S que tem um dos lados paralelos a reta que passa
pelos pontos 1 — 7 e —2 4 3¢?
21v6
A) =~

B) 12/6
(©) 15V6

(D) 14/6
(B) 25

Analise da questao

Assunto Numeros complexos e conicas

Ideia central Reconhecer a regiao como uma elipse pela
soma constante das distancias aos focos e
determinar a orientacao do retangulo
circunscrito.

Estratégia Identificar os focos e os semieixos da elipse;
comparar a direcao focal com a reta dada;
concluir que o retangulo tem dimensdes
2a x 2b.

Resolucao comentada
1. Identificacao da regiao

Escrevendo

lz4+1—i|=|z—(=1+1)]

|z — 3 —4i| = |z — (34 44)],

a condigao é

18



d(Z7F1)+d(ZaF2) §77

com

F, =(-1,1)

F2 — (3, 4).
Trata-se, portanto, da regido limitada por uma elipse de focos I e F;,, com
20 =17,

incluindo o interior.

A distancia focal é

Logo,

Como

20 =7 >5 = 2c,

a elipse é de fato nao degenerada.

Assim,
o 7
=3
Pela relagao
b2 — a2 — 2
temos
h2—= @ — 2_5
4 4
_ 24
4
= 6.
Portanto,

19



2. Direcao do lado do retangulo

A reta pelos pontos

1—i=(1,-1)

—24 3 = (—2, 3)
tem vetor diretor
v=(—2-1,3—(-1) = (-3,4).

O eixo maior da elipse tem a diregao de

Como

—4.(=3)+3-4
=12+ 12
=0,

a reta dada é perpendicular ao eixo maior, isto €, paralela ao eixo menor.

3. Area

Logo, o retangulo circunscrito procurado tem lados paralelos aos eixos da elipse.

Portanto, suas dimensoes sao

2a X 2b,

pois cada lado tangencia a elipse em um extremo de eixo.

Assim,
A= 2a-2b
=7-2V6
= 14/6.
Portanto,

A= 14V6.

Caminho alternativo
A direcao pelo plano complexo

Depois de identificar a regido como uma elipse, temos os focos

20



Logo, um nuimero complexo que representa a diregao do eixo maior é
F,—F =3+4+4i)—(—1+1) =4+ 3i.

Por outro lado, a reta indicada no enunciado passa pelos pontos

1—1

—2 + 3.
Seu vetor diretor, escrito como nimero complexo, é
(=2 +3i) — (1 —1i) = —3 + 4i.
Agora observe que
i(4+ 3i) = 4i + 3i? = —3 + 4.

Ou seja, a diregao da reta dada é obtida multiplicando a diregcao do eixo maior por <.
No plano complexo, a multiplicagao por ¢ corresponde a uma rotagado de 90°.

Portanto, a reta dada é perpendicular ao eixo maior da elipse e, consequentemente, paralela ao
eixo menor.

Jé sabemos que

2 =17

b=6.

Logo, o retangulo circunscrito tem dimensoes

2v/6,

e sua area é
A=7-2v6 = 14V6.

Comentario do professor

A desigualdade < 7 descreve toda a regiao eliptica, ndo apenas a elipse. A pegadinha principal,
porém, estd na orientagao do retangulo: s6 podemos usar diretamente 2a - 2b depois de verificar
que seus lados sao paralelos aos eixos da elipse. Aqui, essa informagao vem da perpendicularidade
entre (—3,4) e (4,3).

21



RESPOSTA FINAL

Alternativa (D).

A=14V6

QUESTAO 7

Enunciado

Sejam r, e 7, as raizes da equagao

Ty € T3 as raizes da equagao

e r3 e 1y as raizes da equacgao

com

Calcule

A)ry +ry+1r;

(B) 1y +1or3 + 1374

©) (1+7y)(L+ry) (L+rs)
(D) ryryrg

E) (1—ry)(1—ry)(1—rg)

Analise da questao

a;7% +byx +c¢; =0,

asT? + by + o = 0,

azx% + byx +c3 = 0,

*
ry,7Ty, 73 € R

a,aqas # 0.

Assunto
Ideia central

Estratégia

Equacodes do 22 grau e relacdes de Girard

Reescrever cada fator “‘2“ em funcéo das
raizes da respectiva equacdo quadratica.
Aplicar as relacdes de Girard em cada uma das
trés equagobes, multiplicar os fatores obtidos e

reconhecer um quadrado perfeito.

22



Resolucao comentada
1. Fatoracao de cada fator
Se p e ¢ sdo as raizes de
ax’ +bx +c=0,

com a # 0, as relagées de Girard fornecem

b
ptqg=—-
a
e
c
pqg=—.
a
Logo,
a—b+ec b ¢
=1——+4-

a a a
=1+ (p+q +pq
=(1+p)(1+q).

2. Produto

Aplicando o resultado a cada uma das trés equagoes:

a; —b; +¢

a =1 +7r) (1 +ry),

ay —by + ¢y
Qo

= (1 +7) (1+73),

as — by + ¢4

a =1 +ry)(1+r).
3

Multiplicando,

S a; — b+ ¢ 2 2 2
19 (470 ()
i=1 i

= [(1+7) (L+75) (1+75))"

3. Extracao da raiz

Definindo
w=(14+7))(1+7ry) (1+7r3),
temos
3

Hai_2i+ci -

i=1 (
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Como, para w € R,

Vuw? = [wl,

segue rigorosamente que

NE=

=1 1

1/2

= [T +r) (L) (1 473)]

Portanto, o valor matematicamente rigoroso da expressao é

[(L+7) (L) (14 73)]

Resposta intencionada pela banca

A alternativa proposta pela banca que corresponde a expressao obtida sem o modulo é

(T+r) (1 +7y) (1+73)

— alternativa (C).

Nota de rigor — questao passivel de anulacao

O enunciado estabelece apenas que
k
r,T9, 73 € RY,
sem impor qualquer restricao de sinal a

(147) (T +79) (1 +73).

Portanto, esse produto pode ser negativo. Nesse caso,

\/[(1 +71) (L4 75) (L))" = (L4 7) (L4 7) (14 73)]

nao coincide com a alternativa (C).

Um contraexemplo é

As trés equacgodes podem ser tomadas como

2?2 +5x+6=0,

224+ T7r+12=0,

2?2 +6x+8=0,

cujas raizes sdo, respectivamente,

{—2,-3}, {-3,-4}, {—4,-2}.
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Os trés fatores do radicando valem

a; —by +¢

=1—-54+6=2,
aq
Gp—bytey +12=6
a. ’
a3 —bst ¢ —1-6+8=3
as '
Logo, o radicando é
2:-6-3 =36,
e a expressao pedida vale
V36 =6
Entretanto, para
Tl —_— _2, 7‘2 —_— _3, T3 — _4,

as alternativas assumem os valores

(A) ry+ry+ryg=-9,
(B) 71y +19rg + 137 =6+ 124 8 = 26,
© (147)(1475) (1+7g) = (~1)(~2)(=3) = =6,
(D) ryrorg = —24,

E) 1—-r)1—ry)(1—rz)=3-4-5=060.

Nenhuma das alternativas é igual a 6.

Assim, na forma em que o enunciado esta escrito, a questao é passivel de anulacao.

Caminho alternativo
Avaliacao dos polinomios em r = —1

Considere genericamente

P(x) =ar’ +br+c= a(m —P)(I - Q>7

em que p e ¢ sao suas raizes.

Observe que

P(-1)=a—-b+c.

Portanto,
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Usando a forma fatorada,

Assim,
a; —b +¢
———— =(1+r) (A +ry,
ay
—b
22T (14 (L),
D)
—b
B30T (1) (14 1),
a3
Multiplicando,
3
[[F = =1+ r) A +r) L)
i=1 i
Logo,

1/2

3
[H(i) =10 ) (L) (14 75)].

=1 (3

A alternativa (C) corresponde a leitura intencionada pela banca, obtida ao suprimir o médulo.

Comentario do professor

A leitura rigorosa da expressdo conduz necessariamente ao mdédulo, pois \/E = |w| para w € R.
Como o enunciado ndo garante que (1 +7)(1+7,)(1+75) > 0, hd contraexemplos para os
quais nenhuma alternativa é correta; por isso, a questdo é passivel de anulacao. O gabarito
definitivo do IME estéd previsto para 02/10/2026; este comentario sera revisto caso a banca anule
ou retifique a questao.

RESPOSTA FINAL

Resposta intencionada pela banca:

(T+r) (X +7y) (1+73)

Alternativa (C).

Ressalva formal: rigorosamente, a expressao vale

(T +71) (T 475) (14 73)|

e, nas hipoteses dadas, a questao € passivel de anulacao.
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QUESTAO 8

Enunciado

Seja a equacao

97 —4.57"3 = 5otz —2. 3%,

O seu conjunto solugao contém:

(A) nenhum elemento.

(B) um numero real positivo e mais nenhum outro elemento.

(C) um ntmero real negativo e mais nenhum outro elemento.

(D) um numero real negativo, um nimero real positivo e mais nenhum outro elemento.

(E) dois niumeros reais positivos e mais nenhum outro elemento.

Analise da questao

Assunto Equacdao exponencial

Ideia central Reescrever todas as poténcias em funcao de 9*
e 5%, reduzindo a equacdo a uma igualdade de
poténcias de mesma base.

Estratégia Agrupar os termos de mesma base, simplificar
os coeficientes e usar a injetividade de

Resolucao comentada
1. Agrupamento das poténcias de mesma base

Reescrevemos tudo em funcao de

9T — 3233
e 5".
Temos
3237—1 — 32w — %
3 3’
5z
5E = —,
V5
e

A equacao torna-se

4. 5% 2-9%
gr A ey 2O

Agrupando os termos:



2. Simplificacao

Temos

Logo,

Portanto,

Assim,

Como

segue que

Portanto,

3. Resolucao

Observe que

Assim,

Como

2 5
1+===
3=y
4  5+4

i+ —="—r=
Vb V5
5 9
—9T = —_ 57,
3 VB
r_9 3
52 /5 5
9° 27
57 55
5\/5253/2,

n (L

5v5 52 \VB

6 (5)
5 V5

28



a funcao

¢é estritamente crescente e, portanto, injetora.

Logo,
- 3
=3
4. Verificacao
Com
3
= -,
2
temos
93/ = 27,
5773 =51 = 5,
573 = 5% = 25,
e
321 =32 =9,
Substituindo na equacgao original:
27—4-5=1,
enquanto
25—2-9=T7.

Os dois membros coincidem.
Verificacao confirmada.

Portanto, o conjunto solucgao é

{3}

Trata-se de exatamente um numero real positivo.
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Comentario do professor

A questdo nio exige nenhuma substitui¢do sofisticada: o ponto decisivo é reconhecer 3% = 9% e
organizar corretamente os expoentes fracionarios de 5. Depois da reducgdo para

G) =)

a unicidade da solucao vem da injetividade da funcao exponencial de base % > 1.

- {3

Um unico nuamero real positivo — alternativa (B).

RESPOSTA FINAL

QUESTAO 9

Enunciado

Seja n o nimero de polindémios de grau 4 que tém coeficientes inteiros, coeficiente do termo de
maior grau igual a 1 e cujas raizes também sdo raizes do polinémio

P(x) =22 -1,

O resto da divisao de n por 5 é:
Ao
B)1
(C) 2
D) 3
(E) 4

Analise da questao

Assunto Polinémios e raizes da unidade

Ideia central Um polinémio moénico de coeficientes inteiros
cujas raizes sao raizes 12-ésimas da unidade
deve ser produto de polinémios ciclotémicos
®,, comd | 12.

Estratégia Listar os ciclotdmicos disponiveis e seus graus,
contar os produtos com grau total 4 e reduzir a
quantidade obtida maédulo 5.

Resolucao comentada
1. Estrutura dos polindomios procurados

Seja (x) monico, de grau 4, com

Q € Z[z],

cujas raizes, com multiplicidade, estdo entre as 12 raizes de
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12_1‘

Essas raizes sdo as raizes 12-ésimas da unidade

(b =e¥mik2 | =0,..,11,
todas simples e distintas em z'? — 1.
Fatore () em irredutiveis monicos de Z[z].

Cada fator irredutivel F' de () possui alguma raiz ¢*¥. Como F' é ménico, irredutivel e anula (¥, ele
é o polindémio minimal de ¢* sobre Q.

Esse polindmio minimal é o ciclotémico

em que d é a ordem de C*.

Como ¢* é uma raiz 12-ésima da unidade,

d|12.

Reciprocamente, todo produto de ciclotémicos ®,;, com d | 12, admitindo repeticdes e com grau
total 4, é ménico, possui coeficientes inteiros e tem todas as suas raizes entre as raizes de z'? — 1.

2. Graus disponiveis

Os divisores de 12 e os respectivos graus ¢(d) séo:

d 1 2 3 4 6 12
o(d) 1 1 2 2 2 4
D, (x) x—1 r+1 224+zx+1 2+1 22—z+1 2*—22+1

Portanto, dispomos de:

* 2 ciclotomicos de grau 1: @, ®,;
* 3 ciclotomicos de grau 2: &5, ®,, Dy;
* 1 ciclotomico de grau 4: ®,.
Precisamos contar os produtos cuja soma dos graus seja igual a 4.

3. Contagem por particoes do grau 4

Caso 4 Utilizamos apenas

Isso fornece

polinémio.
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Caso 2 + 2 Devemos escolher, com repeticao permitida, dois elementos entre

{(I)37(I)4=(I)6}'

O nimero de multiconjuntos é

Portanto, temos

polinémios.
Caso 2+ 1+ 1 Escolhemos um ciclotomico de grau 2:

3

possibilidades.

Para os dois fatores de grau 1, devemos escolher um multiconjunto de 2 elementos entre

{q)la (1)2}
Assim,
24+2-—1 3
— — — 3
=)=
Logo, esse caso produz
3:-3=9

polindémios.

Casol+1+ 141 Devemos escolher um multiconjunto de 4 elementos entre

{q)laq)Q}'

Portanto,

Esse caso produz

polindémios.
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4. Total

Somando todos os casos,

n=1+6+9+5

= 21.
Logo,
n = 21.
5. Resto da divisao por 5
Temos
21=4-5+1.
Portanto,
21 =1 (mod 5).
Assim,
n =1 (mod 5).

6. Verificacao computacional

Percorrendo os

12+4—1 15
S ) = (2) =1365
=)= (%)

multiconjuntos de 4 raizes 12-ésimas da unidade e expandindo os produtos correspondentes

H(JZ - 4)7

obtém-se exatamente 21 polindmios com todos os coeficientes inteiros.

A contagem confirma o resultado.

Caminho alternativo
Funcao geradora para os graus

Depois de estabelecido que os polinémios procurados sdo produtos dos ciclotémicos associados
aos divisores de 12, podemos compactar toda a contagem combinatéria em uma fungao geradora.

Existem:

» 2 fatores possiveis de grau 1;
» 3 fatores possiveis de grau 2;
+ 1 fator possivel de grau 4;

e todos podem aparecer com repeticao.

Assim, a fungdo geradora que registra o grau total é

1 1 1
(1—1)2 (1—2)® 1—t*
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Precisamos apenas do coeficiente de t*.

Até grau 4,

1
(1-t2

=142t + 3t2 + 43 + 5t 4 -

———— =143t +6t* + -,
(1—¢2)°

A=t

O coeficiente de t* no produto recebe contribuicdes de:

5-1-1
correspondentea l +1+ 1+ 1;

3:3-1
correspondente a 2 + 1 + 1;

1-6-1
correspondente a 2 + 2;
e

1-1-1

correspondente a 4.

Portanto,

n=5+9+6+1=21.

Logo,
n =1 (mod 5).

Comentario do professor

O ponto delicado nao esta na contagem, mas na estrutura algébrica anterior: coeficientes in-
teiros obrigam as raizes conjugadas sobre () a aparecerem agrupadas em fatores ci-
clotémicos. Além disso, as repeti¢ées de um mesmo P ; sdo permitidas; o enunciado exige que as

raizes de () sejam raizes de 2'? — 1, mas néo afirma que () deva dividir '? — 1. Confundir essas
duas condigdes reduziria indevidamente a contagem.

RESPOSTA FINAL

Alternativa (B).
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QUESTAO 10

Enunciado

Pedro propoe a Maria o seguinte desafio. Existem dez caixas fechadas, sendo que duas delas
contém uma moeda cada e as demais estédo vazias. Pedro sabe onde estdo as moedas, mas Maria
nao.

Maria ganha um prémio se encontrar as duas caixas com as moedas. Maria escolhe duas caixas
ao acaso. Dentre as oito restantes, Pedro escolhe seis que ele sabe que estdo vazias, mostra seu
conteudo a Maria e as remove do desafio.

Ele entdo oferece a Maria trés opgoes:

1. continuar com as duas caixas originalmente escolhidas;
2. trocar uma das caixas por uma das que sobraram;
3. trocar as duas caixas pelas duas que sobraram.

Seja P(i) a probabilidade de Maria ganhar o prémio se escolher a opgéo (7).

Temos que

P(1)+ P(2)+ P(3) = <,

S

onde % é uma fracao irredutivel.
O valorde a + b é:

A3

(B) 26

(C) 54

D) 76

(E) 78

Analise da questao

Assunto Probabilidade

Ideia central Condicionar a analise ao nimero de moedas
presentes nas duas caixas escolhidas
inicialmente por Maria.

Estratégia Calcular a distribuicdo de K, nimero de
moedas na escolha inicial, determinar o
conteuido das caixas restantes apos a acao de
Pedro e avaliar separadamente as trés
estratégias.

Resolucao comentada
1. Distribuicao inicial
Maria escolhe 2 caixas entre 10.

O numero total de escolhas equiprovaveis é

(#)-e

Seja K o numero de moedas existentes nas duas caixas inicialmente escolhidas por Maria.
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Caso K = 2 Maria escolheu exatamente as duas caixas com moedas:

Caso K =1 Maria escolheu uma das duas caixas com moeda e uma das oito vazias:

Pr(K = 1) = —<T1§T) =2

Caso K = (0 Maria escolheu duas das oito caixas vazias:

45 45
Como verificacao,
1+16+4 28 _
45 N
Portanto,
1 16 28
Pr(K =2)= — Pr(iK =1)= — Pr(K =0) = —.

2. O que sobra apds a acao de Pedro

Das 8 caixas restantes, Pedro remove 6 que ele sabe estarem vazias.

Isso é sempre possivel.

Conteudo das 2

caixas que
K Moedas nas 8 restantes Vazias nas 8 restantes sobram
2 0 8 2 vazias
1 1 7 1 com moeda + 1
vazia
0 2 6 2 com moeda

O ponto crucial é que a agao de Pedro é sempre possivel e independe de qual dos trés casos ocorreu.

Portanto, ela nao altera as probabilidades

calculadas anteriormente.

3. Opcao (1): ficar com as duas caixas

Maria vence se, e somente se,

Logo,



4. Opcao (3): trocar as duas caixas pelas duas restantes

Maria vence se, e somente se, as duas caixas remanescentes contiverem as duas moedas.

Isso ocorre precisamente quando

K=0
Logo,
28
P = —.
(3) 45

5. Opcao (2): trocar apenas uma caixa

Maria devolve uma de suas duas caixas, escolhida ao acaso, e toma uma das duas caixas que
sobraram, também ao acaso.

Analisemos os trés casos.

Caso K = 2 Maria possui as duas moedas.
Ao trocar uma caixa, ela perde necessariamente uma moeda e recebe uma caixa vazia.

Portanto, a probabilidade de vitéria é

Caso K =1 Maria possui

{moeda, vazia},

e as duas caixas remanescentes também sdo

{moeda, vazia}.

Para vencer, Maria precisa:
* devolver a caixa vazia, com probabilidade L
« escolher, entre as caixas remanescentes, aquela que contém a moeda, também com probabil-
idade %
Assim,

Pr(vitéria | K = 1) =

N | =
N | —

Caso K = (0 Maria possui duas caixas vazias.

Depois da troca, continuara necessariamente com uma caixa vazia e podera obter, no maximo, uma
moeda.

Logo, a probabilidade de vitoria é

Pela lei da probabilidade total,

37



P(2)= — . I T
<) 45 0+45 4+45 0
_4
45
Portanto,
4
P(2) = —.
<> 45
6. Soma
Temos
1 4 28
P(1 P(2 P3)=—+ —+ —
) +P2)+PEB)=+ =+ &
_ 33
© 45
_11
15
Como

ged(11,15) =1,

a fracdo ja estd na forma irredutivel.

Assim,
a=11
e
b =15.
Portanto,
a+ b = 26.

Caminho alternativo
Calcular diretamente a soma pedida

Como o problema pede apenas

P(1)+ P(2) 4+ P(3),

podemos evitar o célculo separado das trés probabilidades e condicionar diretamente pelo valor
de K.

Se K = 2, apenas a opgao (1) produz vitéria. Logo, a soma das probabilidades de vitéria das trés
estratégias, condicionada a esse caso, é

1.

Se K =1, as opgoes (1) e (3) falham, enquanto a opcdo (2) vence com probabilidade
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Logo, a contribuicdao condicionada é

Se K = 0, apenas a op¢ao (3) produz vitéria. Assim, a contribui¢do condicionada é novamente

1.
Portanto,
1
P(1)+ P(2) + P(3)=Pr(K =2) - 1+ Pr(K =1) - +Pr(K =0) - 1
_ 1,161 28
45 45 4 45
1 N 4 N 28
45 45 45
_ 33
© 45
_u
15
Logo,
a=11, b=15
e

a-+b=26.

Comentario do professor

A acdo de Pedro nao altera a distribuigdo de K (é sempre possivel), mas a informacdo de quem
conhece a configuracao quebra a simetria: as quatro caixas finais ndo sao equiprovaveis quanto a
posicao das moedas. Na opgao (2), adota-se a hipdtese natural do enunciado de que Maria escolhe
uniformemente qual caixa devolver e qual das duas restantes tomar.

RESPOSTA FINAL

P(1) + P(2) + P(3) = %

a+b=26

Alternativa (B).
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QUESTAO 11

Enunciado

Seja o poligono formado pelos vértices (z,y) que satisfazem as equagées

2025
y =
Xz
e
y? = —z% + 10145,
com

x,y € R".

Em relacao ao poligono é correto afirmar que:

(A) suas duas diagonais passam pela origem.

(B) seus angulos internos somam 180°.

(C) seu circulo circunscrito tem raio inferior a 100.
(D) ele possui um total de 5 diagonais.

(E) ele inexiste, pois ha apenas dois pontos (x, y) distintos.

Analise da questao

Assunto Geometria analitica

Ideia central Interpretar o sistema como a intersecao de
uma hipérbole equildtera com uma
circunferéncia e explorar as simetrias do

conjunto de solucoes.

Estratégia Transformar o sistema em xy = 2025 e
x2 4+ y? = 10145, provar que existem quatro
pontos distintos e identificar os pares
antipodas na circunferéncia.

Resolucao comentada
1. O sistema
As condigOes dadas equivalem a

zy = 2025,
2% + 3% = 10145.

Trata-se da intersecao de uma hipérbole equilatera, cujos ramos estdo no primeiro e no terceiro

quadrantes, pois

xy > 0,

com a circunferéncia de centro na origem e raio

v 10145.

40



2. Existéncia e namero de pontos

Substituindo

na segunda equacao:

Multiplicando por 2,

Fazendo

obtemos

t?2 — 10145t + 4100625 = 0.

O discriminante é

A= 101452 — 4 - 4100625
= 102921025 — 16 402 500
= 86518525 > 0.

Como
A >0,
e tanto a soma das raizes
10145 > 0
quanto o produto
4100625 >0

sdo positivos, existem duas raizes reais distintas e positivas:
ty >ty > 0.
Cada uma fornece

x::l:\/z_ﬁ.

Logo, existem quatro valores distintos de x e, consequentemente, quatro pontos distintos.
Isso ja elimina a alternativa (E).

Numericamente,
VA =~ 9301,0,
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t, ~9723,2, t,~421,7,

e

r ~ 498,607
ou

r ~ 420, 536.
Denotando

o~ 98,607, B =~ 20,536,

0s quatro vértices sao

A= (a,B),
B=(8,a),
C = (—Oé, _5)7
D = (_67 —Oé)
3. Natureza do quadrilatero
Se
(79, Y0)
¢é solucao, entao
(y07 xO)

também é solucao, pois o sistema é simétrico em x e y.

Além disso,

(=79, —Yp)
também é solucgdo, pela simetria central em relacao a origem.

Assim:

« A e C sdo pontos antipodas na circunferéncia;
* B e D também sdo pontos antipodas.

Portanto,

AC

¢ um didmetro da circunferéncia e passa pela origem.

Da mesma forma,

BD
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também é um diametro e passa pela origem.

Ordenando os vértices ao longo da circunferéncia, obtemos

A, B, C, D,
e suas diagonais sao precisamente
AC
e
BD.

Logo, o poligono é um retangulo, pois suas diagonais sao congruentes e se cortam ao meio, e
ambas passam pela origem.

4. Analise das alternativas

Alternativa (A) Verdadeira.

As diagonais

AC

BD

sdo diametros da circunferéncia
2% + % = 10145.
Logo, ambas contém a origem.

Alternativa (B) Falsa.

A soma dos angulos internos de um quadrilatero é
360°,
e, neste caso, o poligono é um retangulo.

Alternativa (C) Falsa.

O circulo circunscrito é

22 +y? = 10145,

portanto seu raio é

V10145 ~ 100, 72 > 100.
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Alternativa (D) Falsa.

Um quadrilatero possui

diagonais.

Um pentdgono é que possui 5 diagonais.

Alternativa (E) Falsa.

J4 demonstramos que existem quatro pontos distintos.

Caminho alternativo
Usandoz +yex —y

Partimos diretamente do sistema

zy = 2025
e
x? +y? = 10145.
Entao
(z+y)* = 2® +y° + 2.
Logo,
(z + y)?= 10145 + 2 - 2025
= 10145 + 4050
= 14195.
Portanto,

T +y = +v14195.

Da mesma forma,

(x —y)? = 2? + y* — 2y,
e, portanto,
(x —y)%= 10145 — 4050
= 6095.
Assim,

z—y = +v6095.

Como os sinais podem ser escolhidos independentemente, surgem quatro pares:

++/14195 + /6095
{L‘ =
2 9
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++/14195 F v/6095
Y= :
2

Definindo

V14195 + /6095
o =
2

/14195 — /6095

B

com

obtemos exatamente

(—Oé, _ﬁ)7

(_63 —Oé)-
Os pontos aparecem, portanto, em pares opostos relativamente a origem.

Como todos também pertencem a circunferéncia

x? +y? = 10145,

cada par de pontos opostos determina um diametro.
Logo, as duas diagonais do quadrildtero passam pela origem.

Portanto,
alternativa (A).

Comentario do professor

O atalho geométrico estd na simetria do sistema: trocar x por y ou simultaneamente (x,y) por
(—:1;, —y) preserva as equagbes. Uma vez constatados quatro pontos distintos sobre a circunferén-
cia, os pares opostos ja revelam as diagonais como diametros. A conta numérica ajuda a visualizar,
mas nao é necessdria para concluir a alternativa correta.

RESPOSTA FINAL

As duas diagonais passam pela origem.

Alternativa (A).
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QUESTAO 12

Enunciado

Considere a equagao

senx — cos x| + \/2—|—tg2:1:—|-cotg2:1: = /3,

com

x € (0,6m)

x%{%;mel}.

O numero de solugdes dessa equacao é:
Ao
(B) 2
)4
(D)6
(E) 8

Analise da questao

Assunto Trigonometria

Ideia central Reduzir as expressoes trigonométricas a uma
Unica varidvel ¢ = sen x cos x e estabelecer
uma cota inferior para o primeiro membro.

Estratégia Simplificar o radical e 0o médulo em fungédo de ¢,
separar os casos t > 0 et < 0 e comparar o
valor minimo possivel do primeiro membro com

V3.

Resolucao comentada

1. Simplificacao do radical

A exclusao
mm
a’/‘ [
7 2
garante
senx #0 e cosz #0.
Defina
sen(2z)
t=senxrcosr = ——.

Entao
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t40

e
1
It < =
2
Temos
senr CcosT
tgx + cotgxr=
cosxr senx
_ sen’z + cos®
~ senzcosx
1
=
Portanto,
2 2 2 1
tg“x + cotgx + 2 = (tgx + cotgz)” = et
Logo,
2 2 1
2+tg°x+cotg®x = m

2. Simplificacao do moédulo

Temos
2 _ 2 2
(senx —cosz)” = sen” x + cos” x — 2senx cos T.
Assim,
2
(senx —cosx)” =1— 2t
Consequentemente,

senz — cos x| = V1 — 2t.

3. A funcao a estudar

A equacao equivale a

f(t) == V1 —2t+|71’: V3,

com
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Casot > (0 Nesse caso,

Logo,

Portanto,

A igualdade

ocorre apenas quando

pois entao

Casot < (0 Agora,

Temos

e, comot < 0,

Logo,

Portanto,

N | =

0<t<

& | =
Vv
[\

v1—-2t > 0.

vV1—-2t=0

& | =

1<t<0
5 S .

=~
Y
[\

1—-2t>1.

v1—-2t> 1.
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Em ambos os casos,

Mas
2>3~1,732.

4. Conclusao

O primeiro membro da equagdo é sempre maior ou igual a 2, ao passo que o segundo membro vale

V3 < 2.

Portanto, a equacao nao admite solugdao alguma, qualquer que seja o intervalo considerado.

Em particular, no intervalo

(0,6),
o numero de solucoes é
0.
5. Verificacao numérica
Varrendo 2 x 10° pontos do intervalo
(0,6m),

o menor valor assumido pelo primeiro membro é exatamente

2,000000,
atingido nos pontos em que
sen(2x) = 1,
isto é,
T = % + km.

A verificacao confirma a cota inferior demonstrada.
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Caminho alternativo
O radical sozinho ja resolve a questao

A condicao sobre x garante que tg x e cotg x estao definidas.

Além disso,
tgx - cotgx = 1.
Como
tg?z > 0,
podemos aplicar
1
u+— > 2, u >0,
U
com
u = tg2 x
Assim,
2 2 2 1
tg°x +cotgx =tg"r + —— > 2.
tg” x
Consequentemente,
2 2
2 +tg°x + cotg” xz > 4.
Logo,
2 2
\/2+tg T + cotg® x > 2.
Como

senz — cosz| > 0,

temos imediatamente

|senz — cos z| + \/2+tg2:1:+cotg2:c > 2.

Por outro lado,

V3 < 2.

Portanto, é impossivel que

|senz — cos x| + \/2+tg2x—|—cotg2x =3

Assim,

ndo ha solugoes.
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Comentario do professor

Esta é uma questdo em que resolver demais pode custar tempo de prova. Antes de fazer substi-
tuicbes trigonométricas, vale procurar uma cota simples: s6 o radical ja é > 2, enquanto o segundo

membro é V3 < 2. A solucgao principal é util por descrever precisamente o comportamento da
expressdo; o caminho alternativo é o atalho de concurso.

RESPOSTA FINAL

0 solugoes

Alternativa (A).

QUESTAO 13

Enunciado

Considere a equagao

1OgO,E)-cos (4x)+0,5 <O7 5- sen(4.7:)) =1

O numero de valores de x, pertencentes ao intervalo [0, |, que satisfazem essa equagéo é:
A)0@B)2(C)3M)4(E)6

Analise da questao

Assunto Logaritmos e Trigonometria

Ideia central Reescrever a base e o logaritmando por meio
de identidades trigonométricas e, antes de
resolver a equacao, impor corretamente as
condigbes de existéncia do logaritmo.

Estratégia Identificar a base como cos?(2z), usar
log, A =1+« A =10 e eliminar o ramo
incompativel com b > 0.

Resolucao comentada

1. Condigoes de existéncia

Defina b = 0,5 - cos(4z) +0,5e A = 0,5 - sen(4x). Usando 1 + cos(4z) = 2cos?(2x), temos
b = (14 cos(4z)) /2 = cos*(2z). Além disso, sen(4z) = 2 - sen(2z) cos(2z), de modo que A =
sen(4x)/2 = sen(2x) cos(2x). Para que log, A esteja definido nos reais, é necessario b > 0, b # 1,
A > 0. Ou seja, cos?(2z) > 0, cos®(2z) # 1, sen(2x) cos(2x) > 0.

2. Resolucao da equacao
Como log, A = 1, pela prépria definicdo de logaritmo, A = b. Portanto sen(2x)cos(2x) =

cos?(2z). Fatorando, cos(2z) - [sen(2z) — cos(2x)] = 0. Surgem dois ramos.

Primeiro ramo: cos(2x) = 0. Nesse caso b = cos*(2z) = 0. Mas uma base logaritmica deve
satisfazer b > 0. Logo, esse ramo é impossivel; cos(2z) = 0 é descartado.

Segundo ramo: sen(2x) = cos(2z). Como ja sabemos que cos(2z) # 0, podemos dividir ambos os
membros por cos(2z): tg(2x) = 1. Assim, 2z = 7 /4 + km, k € Z, e, portanto, x = 7/8 + km /2.
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3. Selecdo no intervalo [0, 7]

Devemos ter 0 < m/8+km/2 < 7. Osvalores possiveissdo k =0 =z =7/8, e k =1 = x = bn/8.
Para k = —1, x = —37/8 < 0, e para k = 2, z = 97/8 > 7. Logo, restam apenas © = 7/8 e
x = b5m/8.

4. Validacao das condicoes de existéncia

Para z = /8, temos 2z = /4. Assim, b = cos*(7/4) = 1/2 e A = sen(n/4)cos(w/4) = 1/2.
Portanto 0 <b# 1, A>0, e 10g1/2(1/2) = 1. Logo = = 7/8 é solugdo.

Para z = b5m/8, temos 2z = 5m/4. Consequentemente b = cos®*(5n/4) = 1/2 e A =
sen(bm/4) cos(bm/4) = (—\/5/2) <—\/§/2> = 1/2. Também nesse caso 0 < b # 1, A > 0.
Portanto x = 57/8 também é solugdo legitima.

5. Conclusao

A equacéo possui exatamente duas solugdes no intervalo considerado: x = 7/8 e x = 57/8. Logo,
o numero de valores de x é 2.

6. Verificacao numeérica

Considerando F'(z) = log ey, (sen(2z)cos(2x)) — 1 apenas nos pontos em que o logaritmo

Ccos
estd definido, a varredura numérica do intervalo [0, 7] identifica exatamente os zeros © = 7/8 e
x = bm /8, confirmando a andlise algébrica.

Caminho alternativo — Transformacao em uma equacao trigonométrica
elementar

Depois de impostas as condigdes de existéncia, temos log, A = 1 <+ A = b. Logo, (1/2)-sen(4x) =
(1/2)-[1 + cos(4x)]. Portanto sen(4z) —cos(4x) = 1. Utilizando sen f —cos = v/2-sen(f —7/4),
obtemos /2 - sen(4x — 7/4) = 1, isto é, sen(4x — 7/4) = /2/2. Dai surgem duas familias:
dx — /4 = w/4 + 2km ou 4o — /4 = 3w/4 + 2kw. Na primeira, 4 = 7/2 + 2kn, portanto
x = /8 + km/2. Na segunda, 4x = 7 + 2km, portanto x = 7/4 + kn/2. Entretanto, para essa

segunda familia, 2z = 7/2 + km, e entdo cos(2z) = 0. Consequentemente b = cos*(2z) = 0,
impossivel para uma base de logaritmo. Assim, toda a segunda familia deve ser descartada. Da
primeira familia, em [0, 7], permanecem somente 7/8 e 57/8.

Comentario do professor

“O ponto mais importante desta questdo nao estd na trigonometria, mas no dominio do logaritmo.
Resolver apenas a igualdade A = b sem controlar as condi¢gées b > 0, b = 1, A > 0 pode produzir
candidatos ilegitimos. Em questdes que misturam logaritmos com fungdes trigonométricas, as
condigoOes de existéncia nao sao um detalhe técnico: elas fazem parte da prépria equacgéo.”

RESPOSTA FINAL
2 solugdes; x = 7/8 e x = 57 /8. Alternativa (B).

QUESTAO 14

Enunciado

Seja C] o circulo inscrito em um quadrado ABC' D de lado 2, e seja O o centro de C}.
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Considere uma reta L passando pelo vértice A do quadrado. Um circulo variavel, de centro M,
tangencia externamente o circulo C'; e também é tangente a reta L, de forma que M e O estejam
no mesmo semiplano definido pela reta L.

O lugar geométrico do ponto M é:

(A) uma elipse de focos em A e O.

(B) um ramo de hipérbole de centro em O.
(C) uma parabola com foco em O.

(D) uma circunferéncia concéntrica a C].

(E) duas retas paralelas a reta L.

Analise da questao

Assunto Lugar geométrico e Conicas

Ideia central Traduzir as duas condi¢Oes de tangéncia em
relacbes métricas envolvendo o centro variavel
M.

Estratégia Eliminar o raio do circulo variavel e reconhecer

a condicao foco-diretriz de uma pardabola.

Resolucao comentada
1. Traducao geométrica das tangéncias

Como (' estd inscrito em um quadrado de lado 2, seu raio vale

R=1.

Seja r > 0 o raio do circulo variavel de centro M.

A tangéncia externa entre o circulo variavel e C; implica que a distancia entre seus centros € igual
a soma dos raios:

MO =17r-+1.

Por outro lado, como o circulo variadvel é tangente a reta L, seu raio é exatamente a distancia de
seu centro a reta:

d(M,L) =r.
Eliminando r, obtemos
MO =d(M,L)+ 1. (1)
E essa relacdo que revela o lugar geométrico.

2. A construcao da diretriz

Considere agora uma reta L’, paralela a L, situada a uma distancia 1 de L, no semiplano oposto
aquele que contém O e M.

Como M e O estéao, por hipdtese, no mesmo semiplano determinado por L, temos

d(M,L') = d(M,L) + 1.

Logo, pela relagao (1),
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MO =d(M, L.
Portanto,
MO = d(M, L/).

Mas essa igualdade é precisamente a propriedade métrica que define uma parabola:

uma parabola é o conjunto dos pontos do plano equidistantes de um ponto fixo, chamado
foco, e de uma reta fixa, chamada diretriz.

Assim,

o foco é O

a diretriz é L’.
Consequentemente, a curva suporte do lugar geométrico de M é uma parabola de foco O.

3. Por que a reta L nao é a diretriz?

Esse é um ponto conceitual importante.

Da tangéncia a reta L,
d(M,L) =r,
enquanto da tangéncia externa aos circulos,
MO =r+1.
Logo,
MO =d(M,L)+ 1.

Portanto, L ndo pode ser diretamente a diretriz.

O raio 1 do circulo fixo C| produz justamente o deslocamento necessario:

d(M,L") = d(M,L) + 1.

A diretriz verdadeira é, portanto, uma reta L’ paralela a L, transladada de uma unidade para o
lado oposto a O.

4. Reversibilidade da construcao

Também convém verificar que a condi¢cao obtida ndo é apenas necessaria.

Suponha que M, situado no mesmo semiplano de O em relacgdo a L, satisfaca

MO =d(M,L).
Como
d(M,L)=d(M,L)+1,
segue que
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MO =d(M,L)+1.

Definindo

r=d(M,L),

temos

MO =17r-+1.

Portanto, o circulo de centro M e raio r:

» é tangente a reta L;
* é externamente tangente ao circulo '}, de raio 1.

Logo, a caracterizagdo é reversivel e identifica efetivamente o lugar geométrico procurado.

5. Uma sutileza geométrica
Seja
h=d(O,L).

Caso

0<h<l,

areta L é secante ao circulo ;. Nessa situagao, a parabola associada possui uma pequena porgao
no semiplano oposto a O.

Entretanto, o enunciado exige que M e O pertencam ao mesmo semiplano determinado por L.
Assim, estritamente falando, apenas a parte da parabola compativel com essa restrigdo constitui
o lugar efetivamente percorrido por M.

Isso ndo altera a natureza da conica pedida pela questdao:
parabola de foco O.

Caminho alternativo
Solucao por Geometria Analitica

Vamos escolher um sistema cartesiano adaptado a reta L.

Tome L como eixo z:

L:y=0.

Escolha a orientagdo de modo que O esteja no semiplano

y > 0.
Podemos escrever
0= (0, h),
em que
h = d(O, L) > 0.
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Se

M = (z,y),

a condicao de semiplano fornece

y > 0.

Como o circulo variavel é tangente a reta L, seu raio vale

r=uy.

A tangéncia externa ao circulo ('}, cujo raio é 1, fornece

MO=r+1=y+1.

Assim,

vat+(y—h)2=y+1.

Elevando ao quadrado,
22 +y? —2hy + h? =y? + 2y + 1.
Cancelando y? em ambos os membros,
2 2 _
x®—2hy+ h* =2y + 1.

Isolando xz,

2> =2(h+ 1)y +1— h%

Como

1—h?=—(h—1)(h+1),
temos

22 =2(h+1) (y—%) :
Portanto,

22 =2(h+1) (y—%).

Comparando com a forma canoénica

x2:4p(y_y‘/)7

obtemos
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de modo que

_h+1
p= 5
O foco possui ordenada
- tp— h—1 n h+1 _ 4
Yr=Yv TP = 5 5
Logo,
F=(0,h)=0
A diretriz possui equacao
_ - h—1 h+1 _ 4
Y=Yy —pP= 9 5 .
Assim,
L' :y=-1,

que é exatamente a reta paralela a L, distante uma unidade dela e situada no semiplano oposto a

0.

A abordagem analitica confirma integralmente a construcao sintética:
foco O, diretriz L.

Comentario do professor

Esta é uma bela questdo de traducao geométrica.

A dificuldade ndo estd em manipular uma equacgao de conica, mas em perceber que o raio do circulo
variavel funciona como uma varidvel intermedidria que deve ser eliminada:

MO=r+1, d(M,L)=r.

Dali,

MO =d(M,L)+ 1.

O passo decisivo é interpretar geometricamente o termo d(M, L) + 1: ele é a distancia de M a
uma nova reta fixa L', paralela a L e deslocada de uma unidade.

Assim, uma configuracdo aparentemente envolvendo dois circulos e uma reta se reduz exata-
mente a definicao foco-diretriz de uma pardabola.

H& ainda um detalhe elegante de prova: o vértice A do quadrado praticamente desaparece da
solucdo. Sua funcgdo é determinar uma reta L pertencente a configuracdo; ele ndo entra na relagao
métrica que caracteriza o lugar geométrico. Por isso, a alternativa que sugere uma elipse de
focos A e O explora justamente uma informagéo visualmente destacada, mas matematicamente
irrelevante para a definigcdo da conica.

Finalmente, em uma leitura absolutamente rigorosa, a condi¢cdo de M e O estarem no mesmo
semiplano pode selecionar apenas uma por¢ao da parabola quando L corta C;. Ainda assim,
a conica que sustenta o lugar geométrico — e a Unica compativel com as alternativas — é uma
parabola de foco O.
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RESPOSTA FINAL

Parédbola com foco em O.

A diretriz é a reta L’, paralela a L, situada a uma unidade de L no semiplano oposto a O.

Alternativa (C).

QUESTAO 15

Enunciado

Em uma esfera de raio R inscreve-se um prisma regular reto de base hexagonal. Sabendo-se que
a area lateral desse prisma é maxima, o seu valor em funcéo de R é:

(A) V6 R?
(B) 3R?
(C) 6R?

(D) 21/6 R?
(E) 12R?

Analise da questao

Assunto Geometria espacial e maximos

Ideia central Relacionar o lado da base e a altura do prisma
com o raio da esfera e maximizar a area lateral
sob esse vinculo.

Estratégia Usar o fato de que o raio circunscrito de um
hexagono regular é igual ao seu lado, obter a

- 2 .
relacdo a? + hz = R? e maximizar o produto
ah.

Resolucao comentada
1. Relacao entre as dimensoes

Seja a o lado do hexdgono regular da base e h a altura do prisma.

Num hexdgono regular, o raio da circunferéncia circunscrita a base é igual ao lado. Portanto, esse
raio vale

a.

Como o prisma estd inscrito na esfera, seus 12 vértices pertencem a superficie esférica.

Por simetria, o centro da esfera coincide com o centro do prisma. A distancia desse centro a
qualquer vértice do prisma é igual a R.

Considerando um vértice da base superior, suas componentes radial e vertical relativamente ao
centro da esfera sao, respectivamente,

| >
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Assim, pelo teorema de Pitagoras,

Logo,

Figura — secao axial do prisma inscrito na esfera e base hexagonal regular.

2. Area lateral

O prisma possui 6 faces laterais retangulares, cada uma com dimensdées

a X h.

Portanto, sua area lateral é

S@ = 6ah (2)
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3. Maximizacao

Defina

| >

A relacgao (1) torna-se
a’ + k? = R?,
enquanto, pela relagao (2),

S, = 6a(2k) = 12ak.

Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica,

2 2
a®+ k
ak S L'
2
Como
a’® + k* = R?,
segue que
R2
ak < —.
2
Consequentemente,
R2
Portanto,
S, < 6R?.
A igualdade ocorre se, e somente se,
a=k.
Logo, no caso de maximo,
R
a=k=—.
V2
Assim,
RV2
aqQ = —
2
e
h =2k = RV2.
Portanto, a area lateral maxima é
S&max - 6R2
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4. Verificacao

Substituindo

na expressao da area lateral,

Se = 6ah,
obtemos
RA/2
Logo,
2R?
Sg — 6 . T - 6R2

A condicdo de inscrigao também ¢é satisfeita:

m\? R? R?
CL2—|—(§> :—+—=R2

Verificagao confirmada.

Além disso,
h = 2a.
Portanto, a segao axial que contém duas arestas laterais opostas é um quadrado de lado

RV?2

inscrito em um circulo maximo da esfera.

Uma varredura numeérica de

a€ (0,R)
confirma que a area lateral atinge o maximo
6R?
quando

a= % ~ 0,7071R.
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Caminho alternativo
A secao axial transforma o problema em um retangulo inscrito

Considere a segdo axial do prisma que passa pelo eixo do sélido e por dois vértices opostos de cada
base.

Como a base é um hexagono regular de lado a, a distancia entre dois vértices opostos é

2a.

Assim, essa secgdo axial € um retangulo de lados

2a

h.

Como os quatro vértices desse retangulo pertencem a esfera, a segao estd inscrita em um circulo
maximo de raio R.

Logo, a diagonal do retéangulo é o didmetro do circulo:
(2a)? 4+ h? = 2R.
Portanto,
4a% + h? =4R?%.  (3)

A area desse retangulo axial é

Apial = 2ah.

axia

A &rea lateral do prisma vale
Se = 6ah,
portanto
SE = 314axial' (4>

Assim, basta maximizar a area do retangulo inscrito no circulo de raio R.

Se seus lados sao

p = 2a
e
q=nh,
entao sua diagonal é 2R, de modo que
p2 + q2 — 4R2

Como
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(p_Q>2 > 07

temos
p* +¢* > 2pq.
Logo,
AR? > 2pq,
isto é,
pg < 2R?.
Portanto,
Aaxial S 2R2
A igualdade ocorre quando
p=4q,

ou seja, quando a secao axial é um quadrado.

Usando (4),
S, <3- 2R2.
Assim,
S, <6R2.
Consequentemente,
Sﬁ,max - 6R2

Comentario do professor

O ponto-chave é perceber que, no hexdgono regular, o raio da circunferéncia circunscrita é
igual ao lado ¢ — ndo ao apétema. A partir dai, o problema espacial reduz-se a maximizar um
produto sob uma relagao pitagorica. A leitura pela segao axial é especialmente eficiente: o maximo
ocorre exatamente quando essa secdo retangular se torna um quadrado.

RESPOSTA FINAL

Sﬁ,max - 6R2

Alternativa (C).
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Questdao Alternativa Assunto
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Polin6mios

Determinantes / Vandermonde
Numeros complexos / PG
Complexos / Conicas
Relacoes de Girard
Equacao exponencial
Polin6mios ciclotémicos
Probabilidade

Geometria analitica
Trigonometria

Logaritmos / Trigonometria
Lugar geométrico
Geometria espacial
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